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Chapter 1

Sobolev Spaces

幔幨幩平 幣幨幡幰年幥干 幩平 幤幥并幯年幥幤 年幯 幤幥并幥幬幯幰幩幮幧 幦幵幮幣年幩幯幮 平幰幡幣幥平 年幨幡年 幡干幥 幵平幥幤 幩幮 年幨幥 并幡干幩幡年幩幯幮幡幬 幦幯干幭幵幬幡年幩幯幮 幯幦
幤幩帛幥干幥幮年幩幡幬 幥幱幵幡年幩幯幮平帮 幗幥 幢幥幧幩幮 幷幩年幨 幡 干幥并幩幥幷 幯幦 幌幥幢幥平幧幵幥 幩幮年幥幧干幡年幩幯幮 年幨幥幯干幹帬 幵幰幯幮 幷幨幩幣幨 幯幵干 幮幯年幩幯幮 幯幦
帐并幡干幩幡年幩幯幮幡幬帑 幯干 帐幷幥幡幫帑 幤幥干幩并幡年幩并幥 干幥平年平帮 幆幵幮幣年幩幯幮平 幷幩年幨 平幵幣幨 帐幧幥幮幥干幡幬幩幺幥幤帑 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幭幡幫幥 幵幰 年幨幥 平幰幡幣幥平
幣幯幭幭幯幮幬幹 干幥幦幥干干幥幤 年幯 幡平 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平帮 幗幥 幤幥并幥幬幯幰 幯幮幬幹 幡 平幭幡幬幬 幦干幡幣年幩幯幮 幯幦 年幨幥 幫幮幯幷幮 年幨幥幯干幹 幦幯干 年幨幥平幥
平幰幡幣幥平帖幪幵平年 幥幮幯幵幧幨 年幯 幥平年幡幢幬幩平幨 幡 幦幯幵幮幤幡年幩幯幮 幦幯干 年幨幥 帜幮幩年幥 幥幬幥幭幥幮年 幭幥年幨幯幤帮

1.1 Review of Lebesgue Integration Theory

幗幥 幷幩幬幬 幮幯幷 干幥并幩幥幷 年幨幥 幢幡平幩幣 幣幯幮幣幥幰年平 幯幦 幌幥幢幥平幧幵幥 幩幮年幥幧干幡年幩幯幮 年幨幥幯干幹帬 幣幦帮 帨幈幡幬幭幯平 帱帹帹帱帩帬 帨幒幯幹幤幥幮 帱帹常常帩
幯干 帨幒幵幤幩幮 帱帹常帷帩帮 幂幹 帐幤幯幭幡幩幮帑 幷幥 幭幥幡幮 幡 幌幥幢幥平幧幵幥席幭幥幡平幵干幡幢幬幥 帨幵平幵幡幬幬幹 幥幩年幨幥干 幯幰幥幮 幯干 幣幬幯平幥幤帩 平幵幢平幥年 幯幦
Rn 幷幩年幨 幮幯幮席幥幭幰年幹 幩幮年幥干幩幯干帮 幗幥 干幥平年干幩幣年 幯幵干 幡年年幥幮年幩幯幮 幦幯干 平幩幭幰幬幩幣幩年幹 年幯 干幥幡幬席并幡幬幵幥幤 幦幵幮幣年幩幯幮平帬 f 帬 幯幮 幡 幧幩并幥幮
幤幯幭幡幩幮帬 Ω帬 年幨幡年 幡干幥 幌幥幢幥平幧幵幥 幭幥幡平幵干幡幢幬幥帻 幢幹 ∫

Ω

f(x)dx

幷幥 幤幥幮幯年幥 年幨幥 幌幥幢幥平幧幵幥 幩幮年幥幧干幡幬 幯幦 f 帨dx 幤幥幮幯年幥平 幌幥幢幥平幧幵幥 幭幥幡平幵干幥帩帮 幆幯干 1 ≤ p <∞帬 幬幥年

‖f‖Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|f(x)|pdx
)1/p

,

幡幮幤 幦幯干 年幨幥 幣幡平幥 p =∞ 平幥年
‖f‖L∞(Ω) := 幥平平 平幵幰 {|f(x)| : x ∈ Ω} .

幉幮 幥幩年幨幥干 幣幡平幥帬 幷幥 幤幥帜幮幥 年幨幥 Lebesgue spaces

Lp(Ω) := {f : ‖f‖Lp(Ω) <∞}. 帨帱帮帱帮帱帩

幔幯 幡并幯幩幤 年干幩并幩幡幬 幤幩帛幥干幥幮幣幥平 幢幥年幷幥幥幮 幦幵幮幣年幩幯幮平帬 幷幥 幩幤幥幮年幩幦幹 年幷幯 幦幵幮幣年幩幯幮平帬 f 幡幮幤 g帬 年幨幡年 平幡年幩平幦幹 ‖f−g‖Lp(Ω) = 0帮
幆幯干 幥幸幡幭幰幬幥帬 年幡幫幥 n = 1帬 Ω = [−1, 1] 幡幮幤

f(x) :=

1 x ≥ 0

0 x < 0
幡幮幤 g(x) :=

1 x > 0

0 x ≤ 0
帨帱帮帱帮帲帩

帲



幓幩幮幣幥 f 幡幮幤 g 幤幩帛幥干 幯幮幬幹 幯幮 幡 平幥年 幯幦 幭幥幡平幵干幥 幺幥干幯 帨幯幮幥 幰幯幩幮年帬 幩幮 年幨幩平 幣幡平幥帩帬 幷幥 并幩幥幷 年幨幥幭 幡平 干幥幰干幥平幥幮年幩幮幧 年幨幥
平幡幭幥 幦幵幮幣年幩幯幮帮 幗幩年幨 幡 平幭幡幬幬 幡幭幢幩幧幵幩年幹 幯幦 幮幯年幡年幩幯幮帬 幷幥 年幨幥幮 年幨幩幮幫 幯幦 Lp(Ω) 幡平 幡 平幥年 幯幦 equivalence classes
等价类幯幦 幦幵幮幣年幩幯幮平 幷幩年幨 干幥平幰幥幣年 年幯 年幨幩平 幩幤幥幮年幩帜幣幡年幩幯幮帮 幔幨幥干幥 幡干幥 平幯幭幥 幦幡幭幯幵平 帨幡幮幤 幵平幥幦幵幬帩 幩幮幥幱幵幡幬幩年幩幥平 年幨幡年
幨幯幬幤 幦幯干 年幨幥 幦幵幮幣年幩幯幮幡幬平 幤幥帜幮幥幤 幡幢幯并幥帺

Minkowski’s Inequality 幆幯干 1 ≤ p ≤ ∞ 幡幮幤 f, g ∈ Lp(Ω)帬 幷幥 幨幡并幥

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω). 帨帱帮帱帮帳帩

Hölder’s Inequality 幆幯干 1 ≤ p, q ≤ ∞ 平幵幣幨 年幨幡年 1 = 1/p + 1/q帬 幩幦 f ∈ Lp(Ω) 幡幮幤 g ∈ Lq(Ω)帬
年幨幥幮 fg ∈ L1(Ω) 幡幮幤

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω). 帨帱帮帱帮帴帩

Schwarz’ Inequality 幔幨幩平 幩平 平幩幭幰幬幹 幈延幬幤幥干帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幩幮 年幨幥 平幰幥幣幩幡幬 幣幡平幥 p = q = 2帬 并幩幺帮 幩幦 f, g ∈
L2(Ω) 年幨幥幮 fg ∈ L1(Ω) 幡幮幤 ∫

Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖L2(Ω)‖g‖L2(Ω). 帨帱帮帱帮帵帩

幉幮 并幩幥幷 幯幦 幍幩幮幫幯幷平幫幩帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幡幮幤 年幨幥 幤幥帜幮幩年幩幯幮平 幯幦 ‖ · ‖Lp(Ω)帬 年幨幥 平幰幡幣幥 Lp(Ω) 幩平 幣幬幯平幥幤 幵幮幤幥干 幬幩幮幥幡干
幣幯幭幢幩幮幡年幩幯幮平帬 幩帮幥帮帬 幩年 幩平 幡 幬幩幮幥幡干 帨幯干 并幥幣年幯干帩 平幰幡幣幥帮 幍幯干幥幯并幥干帬 年幨幥 幦幵幮幣年幩幯幮幡幬平 ‖ · ‖Lp(Ω) 幨幡并幥 幰干幯幰幥干年幩幥平 年幨幡年
幣幬幡平平幩幦幹 年幨幥幭 幡平 幮幯干幭平帮

Definition 1.1.1 (1.1.6) Given a linear (vector) space V , a norm, ‖ · ‖, is a function on V with values
in the non-negative reals having the following properties:

i) ‖v‖ ≥ 0 ∀v ∈ V

‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0

ii) ‖c · v‖ = |c| · ‖v‖ ∀c ∈ R, v ∈ V, and

iii) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ ∀v, w ∈ V (the triangle inequality).

幁 幮幯干幭帬 ‖ ·‖帬 幣幡幮 幢幥 幵平幥幤 年幯 幤幥帜幮幥 幡 幮幯年幩幯幮 幯幦 幤幩平年幡幮幣幥帬 幯干 幭幥年干幩幣帬 d(v, w) = ‖v−w‖ 幦幯干 幰幯幩幮年平 v, w ∈ V 帮
幁 并幥幣年幯干 平幰幡幣幥 幥幮幤幯幷幥幤 幷幩年幨 年幨幥 年幯幰幯幬幯幧幹 幩幮幤幵幣幥幤 幢幹 年幨幩平 幭幥年干幩幣 幩平 幣幡幬幬幥幤 幡 normed linear space帮 幒幥幣幡幬幬
年幨幡年 幡 幭幥年干幩幣 平幰幡幣幥帬 V 帬 幩平 幣幡幬幬幥幤 complete 幩幦 幥并幥干幹 Cauchy sequence {vj} 幯幦 幥幬幥幭幥幮年平 幯幦 V 幨幡平 幡 幬幩幭幩年
v ∈ V 帮 幆幯干 幡 幮幯干幭幥幤 幬幩幮幥幡干 平幰幡幣幥帬 幡 幃幡幵幣幨幹 平幥幱幵幥幮幣幥 幩平 幯幮幥 平幵幣幨 年幨幡年 ‖vj − vk‖ → 0 幡平 j, k → ∞帬 幡幮幤
幣幯幭幰幬幥年幥幮幥平平 幭幥幡幮平 年幨幡年 ‖v− vj‖ → 0 幡平 j →∞帮 幔幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幥幮幣幡幰平幵幬幡年幥平 平幯幭幥 幫幥幹 幦幥幡年幵干幥平 幯幦
幬幩幮幥幡干 平幰幡幣幥平 幯幦 幩幮帜幮幩年幥 幤幩幭幥幮平幩幯幮平 幮幥幥幤幥幤 幦幯干 年幨幥幯干幥年幩幣幡幬 幤幥并幥幬幯幰幭幥幮年帮

Definition 1.1.2 (1.1.7) A normed linear space (V, ‖ · ‖) is called a Banach space if it is complete with
respect to the metric induced by the norm, ‖ · ‖.

Theorem 1.1.3 (1.1.8) For 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(Ω) is a Banach space.

幔幨幩平 年幨幥幯干幥幭 帨幷幨幯平幥 幰干幯幯幦 幭幡幹 幢幥 幦幯幵幮幤 幩幮 年幨幥 干幥幦幥干幥幮幣幥平 幡年 年幨幥 幢幥幧幩幮幮幩幮幧 幯幦 年幨幩平 平幥幣年幩幯幮帩 幩平 幡 幣幯干幮幥干平年幯幮幥
幯幦 幌幥幢幥平幧幵幥 幩幮年幥幧干幡年幩幯幮 年幨幥幯干幹帮 幎幯年幥 年幨幡年 幩年 幩幮幣幯干幰幯干幡年幥平 幢幯年幨 幍幩幮幫幯幷平幫幩帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幡幮幤 幡 幬幩幭幩年 年幨幥幯干幥幭
幦幯干 年幨幥 幌幥幢幥平幧幵幥 幩幮年幥幧干幡幬帻 年幨幡年 幩平帬 幩幦 fj → f 幩幮 Lp(Ω) 年幨幥幮 帨幣幦帮 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帳帩∫

Ω

|fj(x)|pdx→
∫

Ω

|f(x)|pdx 幡平 j →∞. 帨帱帮帱帮帹帩

帳



幈幯幷幥并幥干帬 幈延幬幤幥干帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幡幮幤 幭幯干幥 平幵幢年幬幥 幬幩幭幩年 年幨幥幯干幥幭平 幡干幥 幮幯年 干幥帝幥幣年幥幤 幩幮 年幨幩平 幣幨幡干幡幣年幥干幩幺幡年幩幯幮 幯幦 年幨幥
幌幥幢幥平幧幵幥 平幰幡幣幥平帮

A key reason that the Lebesgue integral is preferred over the Riemann integral is the
aspect of “completeness” that it enjoys帬 幩帮幥帮帬 that appropriate limits of integrable functions are
integrable, a property that the Riemann integral does not have帮

Example 1.1.4 For example, we can easily evaluate an improper integral to determine that the function
log x has a finite integral on any finite interval of the form [0, a]. Correspondingly, if {rn : n = 1, 2, . . .} is
dense in the interval [0, 1], then the functions

fj(x) :=

j∑
n=1

2−n log |x− rn| 帨帱帮帱帮帱帰帩

all have improper integrals, and one easily sees that∣∣∣∣∫ 1

0

fj(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2

∫ 1

0

log |x− rn|dx. 帨帱帮帱帮帱帱帩

Therefore, the “limit” function

f(x) :=

∞∑
n=1

2−n log |x− rn| 帨帱帮帱帮帱帲帩

should have a finite “integral” on [0, 1], again satisfying∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2

∫ 1

0

| log x|dx. 帨帱帮帱帮帱帳帩

Lebesque控控控制制制收收收敛敛敛定定定理理理 However, f is infinite at some point in any open sub-interval of [0, 1] and so it is
not Riemann integrable on any sub-interval of [0, 1]. Thus, it is not possible, even via “improper” Riemann
integrals, to determine if f has a finite integral. On the other hand, one can show (see exercise 1.x.6) that it
is Lebesgue integrable and that (1.1.13) holds.

1.2 Generalized (Weak) Derivatives

幔幨幥干幥 幡干幥 平幥并幥干幡幬 幤幥帜幮幩年幩幯幮平 幯幦 幤幥干幩并幡年幩并幥 年幨幡年 幡干幥 幵平幥幦幵幬 幩幮 幤幩帛幥干幥幮年 平幩年幵幡年幩幯幮平帮 幔幨幥 帐幣幡幬幣幵幬幵平帑 幤幥帜幮幩年幩幯幮帬
并幩幺帮

u′(x) = lim
h→0

u(x+ h)− u(x)

h
,

幩平 幡 帐幬幯幣幡幬帑 幤幥帜幮幩年幩幯幮帬 幩幮并幯幬并幩幮幧 幩幮幦幯干幭幡年幩幯幮 幡幢幯幵年 年幨幥 幦幵幮幣年幩幯幮 u 幯幮幬幹 幮幥幡干 年幨幥 幰幯幩幮年 x帮 幔幨幥 并幡干幩幡年幩幯幮幡幬
幦幯干幭幵幬幡年幩幯幮 幤幥并幥幬幯幰幥幤 幩幮 幃幨幡幰年幥干 帰 年幡幫幥平 幡 幭幯干幥 幧幬幯幢幡幬 并幩幥幷帬 幢幥幣幡幵平幥 幰幯幩幮年幷幩平幥 并幡幬幵幥平 幯幦 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幡干幥
幮幯年 幮幥幥幤幥幤帻 幯幮幬幹 幤幥干幩并幡年幩并幥平 年幨幡年 幣幡幮 幢幥 幩幮年幥干幰干幥年幥幤 幡平 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮 年幨幥 幌幥幢幥平幧幵幥 平幰幡幣幥 L2(Ω) 幯幣幣幵干帮 幉幮
年幨幥 幰干幥并幩幯幵平 平幥幣年幩幯幮帬 幷幥 幨幡并幥 平幥幥幮 年幨幡年 幰幯幩幮年幷幩平幥 并幡幬幵幥平 幯幦 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮 幌幥幢幥平幧幵幥 平幰幡幣幥平 幡干幥 幩干干幥幬幥并幡幮年 帨幣幦帮
帨帱帮帱帮帲帩帩帻 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 幩幮 幯幮幥 幯幦 年幨幥平幥 平幰幡幣幥平 幩平 幤幥年幥干幭幩幮幥幤 幯幮幬幹 幢幹 幩年平 幧幬幯幢幡幬 幢幥幨幡并幩幯干帮 幔幨幵平帬 it is natural
to develop a global notion of derivative more suited to the Lebesgue spaces. We do so using
a “duality” technique, defining derivatives for a class of not-so-smooth functions 帨平幥幥 幄幥帜幮幩年幩幯幮
帱帮帲帮帳帩 幢幹 幣幯幭幰幡干幩幮幧 年幨幥幭 幷幩年幨 并幥干幹席并幥干幹席平幭幯幯年幨 幦幵幮幣年幩幯幮平 帨幩幮年干幯幤幵幣幥幤 幩幮 幄幥帜幮幩年幩幯幮 帱帮帲帮帱帩帮

帴



幆幩干平年帬 幬幥年 幵平 幩幮年干幯幤幵幣幥 平幯幭幥 平幨幯干年席幨幡幮幤 幮幯年幡年幩幯幮 幦幯干 帨幣幡幬幣幵幬幵平帩 幰幡干年幩幡幬 幤幥干幩并幡年幩并幥平帬 年幨幥 multi-index
幮幯年幡年幩幯幮帮 幁 幭幵幬年幩席幩幮幤幥幸帬 α帬 幩平 幡幮 n席年幵幰幬幥 幯幦 幮幯幮席幮幥幧幡年幩并幥 幩幮年幥幧幥干平帬 αi帮 幔幨幥 幬幥幮幧年幨 幯幦 α 幩平 幧幩并幥幮 幢幹

|α| :=
n∑
i=1

αi.

幆幯干 φ ∈ C∞帬 幤幥幮幯年幥 幢幹

Dαφ, Dα
xφ,

(
∂

∂x

)α
φ, φ(α), 幡幮幤 ∂αxφ

年幨幥 幵平幵幡幬 帨幰幯幩幮年幷幩平幥帩 幰幡干年幩幡幬 幤幥干幩并幡年幩并幥 (
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xn

)αn
φ.

幇幩并幥幮 幡 并幥幣年幯干 (x1, . . . , xn)帬 幷幥 幤幥帜幮幥 xα := xα1
1 · x

α2
2 · · ·xαnn 帮 幎幯年幥 年幨幡年 幩幦 x 幩平 干幥幰幬幡幣幥幤 幦幯干幭幡幬幬幹 幢幹 年幨幥

平幹幭幢幯幬 ∂
∂x :=

(
∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)
帬 年幨幥幮 年幨幩平 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 xα 幩平 幣幯幮平幩平年幥幮年 幷幩年幨 年幨幥 幰干幥并幩幯幵平 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦

(
∂
∂x

)α
帮

幎幯年幥 年幨幡年 年幨幥 order 幯幦 年幨幩平 幤幥干幩并幡年幩并幥 幩平 幧幩并幥幮 幢幹 |α|帮
幎幥幸年帬 幬幥年 幵平 幩幮年干幯幤幵幣幥 年幨幥 幣幯幮幣幥幰年 幯幦 年幨幥 support 幯幦 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 幤幥帜幮幥幤 幯幮 平幯幭幥 幤幯幭幡幩幮 幩幮 Rn帮 幆幯干 幡

幣幯幮年幩幮幵幯幵平 幦幵幮幣年幩幯幮帬 u帬 年幨幩平 幩平 年幨幥 幣幬幯平幵干幥 幯幦 年幨幥 帨幯幰幥幮帩 平幥年 {x : u(x) 6= 0}帮 幉幦 年幨幩平 幩平 幡 幣幯幭幰幡幣年 平幥年 帨幩帮幥帮帬 幩幦
幩年 幩平 幢幯幵幮幤幥幤帩 幡幮幤 幩年 幩平 幡 平幵幢平幥年 幯幦 年幨幥 interior 幯幦 幡 平幥年帬 Ω帬 年幨幥幮 u 幩平 平幡幩幤 年幯 幨幡并幥 帐幣幯幭幰幡幣年 平幵幰幰幯干年帑 幷幩年幨
干幥平幰幥幣年 年幯 Ω帮 帨幏幵年平幩幤幥 年幨幥 平幵幰幰幯干年 幯幦 幡 幦幵幮幣年幩幯幮帬 幩年 幩平 幮幡年幵干幡幬 年幯 幤幥帜幮幥 幩年 年幯 幢幥 幺幥干幯帬 年幨幵平 幥幸年幥幮幤幩幮幧 幩年 年幯 幢幥
幤幥帜幮幥幤 幯幮 幡幬幬 幯幦 Rn帮帩 幗幨幥幮 Ω 幩平 幡 幢幯幵幮幤幥幤 平幥年帬 幩年 幩平 幥幱幵幩并幡幬幥幮年 年幯 平幡幹 年幨幡年 u 并幡幮幩平幨幥平 幩幮 幡 幮幥幩幧幨幢幯干幨幯幯幤 幯幦
∂Ω帮

Definition 1.2.1 ((1.2.1)) Let Ω be a domain in Rn. Denote by D(Ω) or C∞0 (Ω) the set of C∞(Ω) functions
with compact support in Ω.

幂幥幦幯干幥 幰干幯幣幥幥幤幩幮幧 幡幮幹 幦幵干年幨幥干帬 幩年 幷幯幵幬幤 幢幥 幷幩平幥 年幯 并幥干幩幦幹 年幨幡年 幷幥 幨幡并幥 幮幯年 幪幵平年 幩幮年干幯幤幵幣幥幤 幡 并幡幣幵幯幵平
幤幥帜幮幩年幩幯幮帬 幷幨幩幣幨 幷幥 幤幯 幩幮 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧帺

Example 1.2.2 ((1.2.2)) Define

φ(x) :=

e1/(|x|2−1) |x| < 1

0 |x| ≥ 1
.

We claim that, for any multi-index α, φ(α)(x) = Pα(x)φ(x)/(1 − |x|2)|α| for some polynomial Pα, as we
now show. For |x| < 1, we can differentiate and determine, inductively in α, that φ(α)(x) = Pα(x)e−tt|α|

for some polynomial Pα, where t = 1/(1 − |x|2). Further, φ(α)(x) = 0 for |x| > 1. Thus, the formula
above for φ(α) is verified in the case |x| 6= 1. Since the exponential increases faster than any finite power,
φ(α)(x)/(1−|x|2)k = Pα(x)t|α|+k/et → 0 as |x| → 1 (i.e., as t→∞) for any integer k. Applying (inductively)
these facts with k = 0 shows that φ(α) is continuous at |x| = 1, and using k = 1 shows it is also differentiable
there, and has derivative zero. Thus, the claimed formula holds for all x. Moreover, we also see from the
argument that φ(α) is bounded and continuous for all α. Thus, φ ∈ D(Ω) for any open set Ω containing the
closed unit ball. By scaling variables appropriately, we see that D(Ω) 6= ∅ for any Ω with non-empty interior.

幗幥 幮幯幷 幵平幥 年幨幥 平幰幡幣幥 D 年幯 幥幸年幥幮幤 年幨幥 幮幯年幩幯幮 幯幦 幰幯幩幮年幷幩平幥 幤幥干幩并幡年幩并幥 年幯 幡 幣幬幡平平 幯幦 幦幵幮幣年幩幯幮平 幬幡干幧幥干 年幨幡幮
C∞帮 幆幯干 平幩幭幰幬幩幣幩年幹帬 幷幥 干幥平年干幩幣年 幯幵干 幮幯年幩幯幮 幯幦 幤幥干幩并幡年幩并幥平 年幯 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 平幰幡幣幥 幯幦 幦幵幮幣年幩幯幮平 帨平幥幥 帨幓幣幨幷幡干年幺
帱帹帵帷帩 幦幯干 幡 幭幯干幥 幧幥幮幥干幡幬 幤幥帜幮幩年幩幯幮帩帮

帵



Definition 1.2.3 ((1.2.3)) Given a domain Ω, the set of locally integrable functions is denoted by

L1
loc(Ω) := {f : f ∈ L1(K) ∀ compact K ⊂ interior Ω}.

Functions in L1
loc(Ω) can behave arbitrarily badly near the boundary, e.g., the function

ee
1/dist(x,∂Ω) ∈ L1

loc(Ω), 幡幬年幨幯幵幧幨 年幨幩平 幡平幰幥幣年 幩平 平幯幭幥幷幨幡年 年幡幮幧幥幮年幩幡幬 年幯 幯幵干 幵平幥 幯幦 年幨幥 平幰幡幣幥帮 幏幮幥 幮幯年幡年幩幯幮幡幬
幣幯幮并幥幮幩幥幮幣幥 幩平 年幨幡年 L1

loc(Ω) contains all of C0(Ω)帬 幷幩年幨幯幵年 幧干幯幷年幨 干幥平年干幩幣年幩幯幮平帮 幆幩幮幡幬幬幹帬 幷幥 幣幯幭幥 年幯 幯幵干
幮幥幷 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 幤幥干幩并幡年幩并幥帮

We have L1 ⊂ L1
loc, C

0 ⊂ L1
loc包含连续函数.

Definition 1.2.4 ((1.2.4)) We say that a given function f ∈ L1
loc(Ω) has a weak derivative, Dα

wf , pro-
vided there exists a function g ∈ L1

loc(Ω) such that∫
Ω

g(x)φ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

f(x)φ(α)(x)dx ∀φ ∈ D(Ω).

If such a g exists, we define Dα
wf = g.

Example 1.2.5 ((1.2.5)) Take n = 1, Ω = [−1, 1], and f(x) = 1 − |x|. We claim that D1
wf exists and is

given by

g(x) :=

1 x < 0

−1 x > 0.

To see this, we break the interval [−1, 1] into the two parts in which f is smooth, and we integrate by parts.
Let φ ∈ D(Ω). Then∫ 1

−1

f(x)φ′(x)dx =

∫ 0

−1

f(x)φ′(x)dx+

∫ 1

0

f(x)φ′(x)dx

= −
∫ 0

−1

(+1)φ(x)dx+ fφ|0−1 −
∫ 1

0

(−1)φ(x)dx+ fφ|10

= −
∫ 1

−1

g(x)φ(x)dx+ (fφ)(0−)− (fφ)(0+) f在0处连续

= −
∫ 1

−1

g(x)φ(x)dx

because f is continuous at 0. One may check (cf. exercise 1.x.10) that Dj
wf does not exist for j > 1.

幏幮幥 幣幡幮 平幥幥 年幨幡年帬 干幯幵幧幨幬幹 平幰幥幡幫幩幮幧帬 年幨幥 幮幥幷 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 幤幥干幩并幡年幩并幥 幩平 年幨幥 平幡幭幥 幡平 年幨幥 幯幬幤 幯幮幥 幷幨幥干幥并幥干
年幨幥 幦幵幮幣年幩幯幮 幢幥幩幮幧 幤幩帛幥干幥幮年幩幡年幥幤 幩平 干幥幧幵幬幡干 幥幮幯幵幧幨帮 幉幮 幰幡干年幩幣幵幬幡干帬 continuity of f in the example was
enough to insure existence of a first-order weak derivative, but not second-order.

This phenomenon depends on the dimension n as well, 幰干幥幣幬幵幤幩幮幧 幡 平幩幭幰幬幥 幣幨幡干幡幣年幥干幩幺幡年幩幯幮 幯幦
年幨幥 干幥幬幡年幩幯幮 幢幥年幷幥幥幮 年幨幥 幣幡幬幣幵幬幵平 幡幮幤 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥平帬 幡平 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 幥幸幡幭幰幬幥 平幨幯幷平帮

Example 1.2.6 ((1.2.6)) Let ρ be a smooth function defined for 0 < r ≤ 1 satisfying∫ 1

0

|ρ′(r)|rn−1dr <∞.

Define f on Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1} via f(x) = ρ(|x|). Then Dα
xf exists for all |α| = 1 and is given by

g(x) = ρ′(|x|)xα/|x|.

The verification of this is left to the reader in exercise 1.x.12.

帶



幔幨幩平 幥幸幡幭幰幬幥 平幨幯幷平 年幨幡年 the relationship between the calculus and weak derivatives depends
on dimension帮 幔幨幡年 幩平帬 幷幨幥年幨幥干 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 平幵幣幨 幡平 |x|r 幨幡平 幡 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥 幤幥幰幥幮幤平 幮幯年 幯幮幬幹 幯幮 r 幢幵年
幡幬平幯 幯幮 n 帨幣幦帮 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帱帳帩帮 幈幯幷幥并幥干帬 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 幦幡幣年 帨幷幨幯平幥 幰干幯幯幦 幩平 幬幥幦年 幡平 幡幮 幥幸幥干幣幩平幥帩 平幨幯幷平 年幨幡年 年幨幥
幬幡年年幥干 幩平 幡 幧幥幮幥干幡幬幩幺幡年幩幯幮 幯幦 年幨幥 幦幯干幭幥干帮

Proposition 1.2.7 ((1.2.7)) Let α be arbitrary and let ψ ∈ C |α|(Ω). Then the weak derivative Dα
wψ exists

and is given by Dαψ.

幁平 幡 幣幯幮平幥幱幵幥幮幣幥 幯幦 年幨幩平 幰干幯幰幯平幩年幩幯幮帬 幷幥 幩幧幮幯干幥 年幨幥 幤幩帛幥干幥幮幣幥平 幩幮 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 D 幡幮幤 Dw 幦干幯幭 幮幯幷
幯幮帮 幔幨幡年 幩平帬 幤幩帛幥干幥幮年幩幡年幩幯幮 平幹幭幢幯幬平 幷幩幬幬 干幥幦幥干 年幯 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幩幮 幧幥幮幥干幡幬帬 幢幵年 幷幥 幷幩幬幬 幡幬平幯 幵平幥 幣幬幡平平幩幣幡幬
幰干幯幰幥干年幩幥平 幯幦 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幯幦 平幭幯幯年幨 幦幵幮幣年幩幯幮平 幡平 幡幰幰干幯幰干幩幡年幥帮

1.3 Sobolev Norms and Associated Spaces

幕平幩幮幧 年幨幥 幮幯年幩幯幮 幯幦 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥帬 幷幥 幣幡幮 幧幥幮幥干幡幬幩幺幥 年幨幥 幌幥幢幥平幧幵幥 幮幯干幭平 幡幮幤 平幰幡幣幥平 年幯 幩幮幣幬幵幤幥 幤幥干幩并幡席
年幩并幥平帮

Definition 1.3.1 ((1.3.1)) Let k be a non-negative integer, and let f ∈ L1
loc(Ω). Suppose that the weak

derivatives Dα
ωf exist for all |α| ≤ k. Define the Sobolev norm

‖f‖Wk
p (Ω) :=

∑
|α|≤k

‖Dα
ωf‖

p
Lp(Ω)

1/p

in the case 1 ≤ p <∞, and in the case p =∞

‖f‖Wk
∞(Ω) := max

|α|≤k
‖Dα

ωf‖L∞(Ω).

In either case, we define the Sobolev spaces via

W k
p (Ω) :=

{
f ∈ L1

loc(Ω) : ‖f‖Wk
p (Ω) <∞

}
.

Example 1.3.2 The Sobolev spaces can be related in special cases to other spaces. For example,
recall the Lipschitz norm, Hölder space with Holder index α = 1,

‖f‖Lip(Ω) = ‖f‖L∞(Ω) + sup

{
|f(x)− f(y)|
|x− y|

: x, y ∈ Ω;x 6= y

}
,

and the corresponding space of Lipschitz functions

Lip(Ω) =
{
f ∈ L∞(Ω) : ‖f‖Lip(Ω) <∞

}
.

Then for all dimensions n, we have Lip(Ω) = W 1
∞(Ω) with equivalent norms, at least under certain conditions

on the domain Ω (cf. exercises 1.x.15 and 1.x.14). (Two norms, ‖ · ‖1 and ‖ · ‖2, on a linear space V are said
to be equivalent provided there is a positive constant C < ∞ such that ‖v‖1/C ≤ ‖v‖2 ≤ C‖v‖1 ∀v ∈ V .)
Moreover, for k > 1

W k
∞(Ω) =

{
f ∈ Ck−1(Ω) : f (α) ∈ Lip(Ω),∀|α| ≤ k − 1

}
.

帷



Example 1.3.3 In one dimension (n = 1), the space W 1
1 (Ω) can be characterized as the set of absolutely

continuous functions on an interval Ω (cf. (Hartman & Mikusinski 1961) and exercises 1.x.17 and 1.x.22).

幉年 幩平 幥幡平幹 年幯 平幥幥 年幨幡年 ‖ · ‖Wk
p (Ω) 幩平 幡 幮幯干幭帮 幔幨幵平帬 W k

p (Ω) 幩平 幢幹 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幡 幮幯干幭幥幤 幬幩幮幥幡干 平幰幡幣幥帮 幔幨幥
幦幯幬幬幯幷幩幮幧 年幨幥幯干幥幭 平幨幯幷平 年幨幡年 幩年 幩平 幣幯幭幰幬幥年幥帮

Theorem 1.3.4 ((1.3.2)) The Sobolev space W k
p (Ω) is a Banach space.

Proof. 幌幥年 {vj} 幢幥 幡 幃幡幵幣幨幹 平幥幱幵幥幮幣幥 幷幩年幨 干幥平幰幥幣年 年幯 年幨幥 幮幯干幭 ‖ · ‖Wk
p (Ω)帮 幓幩幮幣幥 年幨幥 ‖ · ‖Wk

p (Ω) 幮幯干幭 幩平 幪幵平年
幡 幣幯幭幢幩幮幡年幩幯幮 幯幦 ‖ · ‖Lp(Ω) 幮幯干幭平 幯幦 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥平帬 幩年 幦幯幬幬幯幷平 年幨幡年帬 幦幯干 幡幬幬 |α| ≤ k帬 {Dα

wvj} 幩平 幡 幃幡幵幣幨幹
平幥幱幵幥幮幣幥 幷幩年幨 干幥平幰幥幣年 年幯 年幨幥 幮幯干幭 ‖ · ‖Lp(Ω)帮 幔幨幵平帬 幔幨幥幯干幥幭 帱帮帱帮常 幩幭幰幬幩幥平 年幨幥 幥幸幩平年幥幮幣幥 幯幦 vα ∈ Lp(Ω) 平幵幣幨
年幨幡年 ‖Dα

wvj − vα‖Lp(Ω) → 0 幡平 j →∞帮 幉幮 幰幡干年幩幣幵幬幡干帬 vj → v(0,...,0) =: v 幩幮 Lp(Ω)帮 幗幨幡年 干幥幭幡幩幮平 年幯 幣幨幥幣幫 幩平
年幨幡年 Dα

wv 幥幸幩平年平 幡幮幤 幩平 幥幱幵幡幬 年幯 vα帮
幆幩干平年帬 幮幯年幥 年幨幡年 幩幦 wj → w 幩幮 Lp(Ω)帬 年幨幥幮 幦幯干 幡幬幬 φ ∈ D(Ω)∫

Ω

wj(x)φ(x)dx→
∫

Ω

w(x)φ(x)dx. 帨帱帮帳帮帳帩

幔幨幩平 幦幯幬幬幯幷平 幦干幯幭 帨帱帮帱帮帹帩 幡幮幤 幈延幬幤幥干帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹帺

‖wjφ− wφ‖Lp(Ω) ≤ ‖wj − w‖Lp(Ω)‖φ‖L∞(Ω) → 0 幡平 j →∞.

幓幥幣幯幮幤帬 年幯 平幨幯幷 年幨幡年 Dα
wv = vα帬 幷幥 幭幵平年 平幨幯幷 年幨幡年∫

Ω

vαφdx = (−1)|α|
∫

Ω

vφ(α)dx ∀φ ∈ D(Ω).

幔幨幩平 幦幯幬幬幯幷平 幦干幯幭 年幨幥 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 年幨幥 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥帬 Dα
wvj 帬 幡幮幤 年幷幯 幡幰幰幬幩幣幡年幩幯幮平 幯幦 帨帱帮帳帮帳帩帺∫

Ω

vαφdx = lim
j→∞

∫
Ω

(Dα
wvj)φdx

= lim
j→∞

(−1)|α|
∫

Ω

vjφ
(α)dx = (−1)|α|

∫
Ω

vφ(α)dx,

幷幨幥干幥 幷幥 幨幡并幥 幵平幥幤 帨帱帮帳帮帳帩 幩幮 年幨幥 帜干平年 幡幮幤 幬幡平年 幥幱幵幡幬幩年幹帮
幔幨幥干幥 幩平 幡幮幯年幨幥干 幰幯年幥幮年幩幡幬 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥 年幨幡年 幣幯幵幬幤 幢幥 幭幡幤幥帮 幌幥年 Hk

p (Ω) 幤幥幮幯年幥 年幨幥 幣幬幯平幵干幥
幯幦 Ck(Ω) 幷幩年幨 干幥平幰幥幣年 年幯 年幨幥 幓幯幢幯幬幥并 幮幯干幭 ‖ · ‖Wk

p (Ω)帮 幉幮 年幨幥 幣幡平幥 p = ∞帬 幷幥 幨幡并幥 Hk
∞ = Ck帬 幡幮幤 年幨幩平 幩平

幮幯年 年幨幥 平幡幭幥 幡平 W k
∞(Ω)帮 幉幮幤幥幥幤帬 幷幥 幨幡并幥 幡幬干幥幡幤幹 幩幤幥幮年幩帜幥幤 年幨幥 幬幡年年幥干 幡平 幢幥幩幮幧 干幥幬幡年幥幤 年幯 幣幥干年幡幩幮 幌幩幰平幣幨幩年幺

平幰幡幣幥平帮 幈幯幷幥并幥干帬 幦幯干 1 ≤ p < ∞帬 幩年 年幵干幮平 幯幵年 年幨幡年 Hk
p (Ω) = W k

p (Ω)帮 幔幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 干幥平幵幬年 幷幡平 幰干幯并幥幤 幩幮 幡
幰幡幰幥干 帨幍幥幹幥干平 带 幓幥干干幩幮 帱帹帶帴帩 年幨幡年 幩平 幣幥幬幥幢干幡年幥幤 幢幯年幨 幦幯干 年幨幥 幩幭幰幯干年幡幮幣幥 幯幦 年幨幥 干幥平幵幬年 幡幮幤 年幨幥 幢干幥并幩年幹 幯幦 幩年平
年幩年幬幥帮

Theorem 1.3.5 ((1.3.4)) Let Ω be any open set. Then C∞(Ω) ∩W k
p (Ω) is dense in W k

p (Ω) for p <∞.

幆幯干 年幥幣幨幮幩幣幡幬 干幥幡平幯幮平 幩年 幩平 幵平幥幦幵幬 年幯 幩幮年干幯幤幵幣幥 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 幮幯年幡年幩幯幮 幦幯干 年幨幥 幓幯幢幯幬幥并 semi-norms帮

Definition 1.3.6 ((1.3.7)) For k a non-negative integer and f ∈W k
p (Ω), let

|f |Wk
p (Ω) =

∑
|α|=k

‖Dα
ωf‖

p
Lp(Ω)

1/p

in the case 1 ≤ p <∞, and in the case p =∞

|f |Wk
∞(Ω) = max

|α|=k
‖Dα

ωf‖L∞(Ω).

常



补充Hölder space from Evans，幌幩幰平幣幨幩年幺空间是幈延幬幤幥干在α = 1下的特例

1.4 Hölder spaces

幂幥幦幯干幥 年幵干幮幩幮幧 年幯 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平帬 幷幥 帜干平年 幤幩平幣幵平平 年幨幥 平幩幭幰幬幥干 Hölder spaces帮
幁平平幵幭幥 U ⊂ Rn 幩平 幯幰幥幮 幡幮幤 0 < γ ≤ 1帮 幗幥 幨幡并幥 幰干幥并幩幯幵平幬幹 幣幯幮平幩幤幥干幥幤 年幨幥 幣幬幡平平 幯幦 幌幩幰平幣幨幩年幺 幣幯幮年幩幮幵幯幵平

幦幵幮幣年幩幯幮平 u : U → R帬 幷幨幩幣幨 幢幹 幤幥帜幮幩年幩幯幮 平幡年幩平幦幹 年幨幥 幥平年幩幭幡年幥

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y| (x, y ∈ U) 帨帱帩

幦幯干 平幯幭幥 幣幯幮平年幡幮年 C帮 幎幯幷 帨帱帩 幯幦 幣幯幵干平幥 幩幭幰幬幩幥平 u 幩平 幣幯幮年幩幮幵幯幵平帬 幡幮幤 幭幯干幥 幩幭幰幯干年幡幮年幬幹 幰干幯并幩幤幥平 幡 幵幮幩幦幯干幭
幭幯幤幵幬幵平 幯幦 幣幯幮年幩幮幵幩年幹帮 幉年 年幵干幮平 幯幵年 年幯 幢幥 幵平幥幦幵幬 年幯 幣幯幮平幩幤幥干 幡幬平幯 幦幵幮幣年幩幯幮平 u 平幡年幩平幦幹幩幮幧 幡 并幡干幩幡幮年 幯幦 帨帱帩帬 幮幡幭幥幬幹

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|γ (x, y ∈ U) 帨帲帩

幦幯干 平幯幭幥 幣幯幮平年幡幮年 C帮 幓幵幣幨 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 幩平 平幡幩幤 年幯 幢幥 Hölder continuous with exponent γ帮

Definition 1.4.1 (i) If u : U → R is bounded and continuous, we write

‖u‖C(U) := sup
x∈U
|u(x)|.

(ii) The γth-Hölder seminorm of u : U → R is

[u]C0,γ(U) := sup
x,y∈U
x 6=y

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

}
,

and the γth-Hölder norm is
‖u‖C0,γ(Ū) := ‖u‖C(Ū) + [u]C0,γ(Ū).

Definition 1.4.2 The Hölder space
Ck,γ(Ū)

consists of all functions u ∈ Ck(Ū) for which the norm

‖u‖Ck,γ(Ū) :=
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ū) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,γ(Ū) 帨帱帮帱帩

is finite.

幓幯 年幨幥 平幰幡幣幥 Ck,γ(Ū) 幣幯幮平幩平年平 幯幦 年幨幯平幥 幦幵幮幣年幩幯幮平 u 年幨幡年 幡干幥 k席年幩幭幥平 幣幯幮年幩幮幵幯幵平幬幹 幤幩帛幥干幥幮年幩幡幢幬幥 幡幮幤
幷幨幯平幥 kth席幰幡干年幩幡幬 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幡干幥 幈延幬幤幥干 幣幯幮年幩幮幵幯幵平 幷幩年幨 幥幸幰幯幮幥幮年 γ帮 幓幵幣幨 幦幵幮幣年幩幯幮平 幡干幥 幷幥幬幬席幢幥幨幡并幥幤帬 幡幮幤
幦幵干年幨幥干幭幯干幥 年幨幥 平幰幡幣幥 Ck,γ(Ū) 幩年平幥幬幦 幰幯平平幥平平幥平 幡 幧幯幯幤 幭幡年幨幥幭幡年幩幣幡幬 平年干幵幣年幵干幥帺

Theorem 1.4.3 (1) The space of functions Ck,γ(U) is a Banach space.

幔幨幥 幰干幯幯幦 幩平 幬幥幦年 幡平 幡幮 幥幸幥干幣幩平幥 帨幐干幯幢幬幥幭 帱帩帬 幢幵年 幬幥年 幵平 幰幡幵平幥 幨幥干幥 年幯 幭幡幫幥 幣幬幥幡干 幷幨幡年 幩平 幢幥幩幮幧 幡平平幥干年幥幤帮
幒幥幣幡幬幬 幦干幯幭 废幄帮帱 年幨幡年 幩幦 X 幤幥幮幯年幥平 幡 干幥幡幬 幬幩幮幥幡干 平幰幡幣幥帬 年幨幥幮 幡 幭幡幰幰幩幮幧 ‖ · ‖ : X → [0,∞) 幩平 幣幡幬幬幥幤 幡 幮幯干幭
幰干幯并幩幤幥幤

帨幩帩 ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ 幦幯干 幡幬幬 u, v ∈ X帬

帹



帨幩幩帩 ‖λu‖ = |λ|‖u‖ 幦幯干 幡幬幬 u ∈ X帬 λ ∈ R帬
帨幩幩幩帩 ‖u‖ = 0 幩幦 幡幮幤 幯幮幬幹 幩幦 u = 0帮

幁 幮幯干幭 幰干幯并幩幤幥平 幵平 幷幩年幨 幡 幮幯年幩幯幮 幯幦 幣幯幮并幥干幧幥幮幣幥帺 幷幥 平幡幹 幡 平幥幱幵幥幮幣幥 {uk}∞k=1 ⊂ X converges 年幯 u ∈ X帬
幷干幩年年幥幮 uk → u帬 幩幦

lim
k→∞

‖uk − u‖ = 0.

幁 Banach space 幩平 年幨幥幮 幡 幮幯干幭幥幤 幬幩幮幥幡干 平幰幡幣幥 幷幨幩幣幨 幩平 complete帬 年幨幡年 幩平帬 幷幩年幨幩幮 幷幨幩幣幨 幥幡幣幨 幃幡幵幣幨幹
平幥幱幵幥幮幣幥 幣幯幮并幥干幧幥平帮

幓幯 幩幮 幔幨幥幯干幥幭 帱 幷幥 幡干幥 平年幡年幩幮幧 年幨幡年 幩幦 幷幥 年幡幫幥 幯幮 年幨幥 幬幩幮幥幡干 平幰幡幣幥 Ck,γ(U) 年幨幥 幮幯干幭 ‖ · ‖ = ‖ · ‖Ck,γ(U)帬
幤幥帜幮幥幤 幢幹 帨帳帩帬 年幨幥幮 ‖ · ‖ 并幥干幩帜幥平 幰干幯幰幥干年幩幥平 帨幩帩席帨幩幩幩帩 幡幢幯并幥帬 幡幮幤 幩幮 幡幤幤幩年幩幯幮 幥幡幣幨 幃幡幵幣幨幹 平幥幱幵幥幮幣幥 幣幯幮并幥干幧幥平帮
补充Hölder space from Evans，幌幩幰平幣幨幩年幺空间是幈延幬幤幥干在α = 1下的特例。原来的Ck空间已经是完备

的了，而幈幯幬幤幥干 平幰幡幣幥 是为了进一步刻画函数的导数连续性，进而使用幓幣幨幡幵幤幥干 幥平年幩幭幡年幥。

Example 1.4.4 (1.5) Show that f(x) = xβ for β ≤ 1 on [0, 1] is C0,α continuous for 0 < α ≤ β but not for
α > β.

To show that f is C0,α continuous for 0 < α ≤ β, one only needs to check the Hölder continuity at 0.
Away from 0, this function has a derivative so it is definitely Lipschitz, i.e., C0,1. By the embedding, it is
also C0,α for α ≤ 1. At x = 0, we have

|xβ − 0β |
|x− 0|α

= xβ−α.

When α ≤ β, xβ−α → 0 as x→ 0+, so the Hölder condition holds. On the contrary, if α > β, xβ−α →∞ as
x→ 0+, so f is not C0,α continuous.

1.5 Inclusion Relations and Sobolev’s Inequality

幇幩并幥幮 年幨幥 幮幵幭幢幥干 幯幦 幩幮幤幩幣幥平 幤幥帜幮幩幮幧 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平帬 幩年 幩平 幮幡年幵干幡幬 年幯 幨幯幰幥 年幨幡年 年幨幥干幥 幡干幥 幩幮幣幬幵平幩幯幮
干幥幬幡年幩幯幮平 年幯 幰干幯并幩幤幥 平幯幭幥 平幯干年 幯幦 幯干幤幥干幩幮幧 幡幭幯幮幧 年幨幥幭帮 幕平幩幮幧 年幨幥 幄幥帜幮幩年幩幯幮 帱帮帳帮帱 幡幮幤 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帱帬 幩年 幩平
幥幡平幹 年幯 幤幥干幩并幥 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 幰干幯幰幯平幩年幩幯幮平帮

Proposition 1.5.1 ((1.4.1)) Suppose that Ω is any domain, k and m are non-negative integers satisfying
k ≤ m, and p is any real number satisfying 1 ≤ p ≤ ∞. Then Wm

p (Ω) ⊂W k
p (Ω).

Proposition 1.5.2 ((1.4.2)) Suppose that Ω is a bounded domain, k is a non-negative integer, and p and
q are real numbers satisfying 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Then W k

q (Ω) ⊂W k
p (Ω).

幈幯幷幥并幥干帬 年幨幥干幥 幡干幥 幭幯干幥 平幵幢年幬幥 干幥幬幡年幩幯幮平 幡幭幯幮幧 年幨幥 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平帮 幆幯干 幥幸幡幭幰幬幥帬 年幨幥干幥 幡干幥 幣幡平幥平 幷幨幥幮
k < m 幡幮幤 p > q 幡幮幤 Wm

q (Ω) ⊂ W k
p (Ω)帮 幔幨幥 幥幸幩平年幥幮幣幥 幯幦 幓幯幢幯幬幥并 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幩幭幰幬幹 幡 平年干幯幮幧幥干 幩幮年幥幧干幡幢幩幬幩年幹

幣幯幮幤幩年幩幯幮 幯幦 幡 幦幵幮幣年幩幯幮帮 幔幯 平幥年 年幨幥 平年幡幧幥帬 幬幥年 幵平 幣幯幮平幩幤幥干 幡幮 幥幸幡幭幰幬幥 年幯 幧幩并幥 幵平 幧幵幩幤幡幮幣幥 幡平 年幯 possible
relations among k, m, p, and q for such a result to hold帮

Example 1.5.3 ((1.4.3)) Let n ≥ 2, let Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1/2} and consider the function f(x) =

log | log |x||. From Example 1.2.6 (and exercise 1.x.12), we see that f has first-order weak derivatives

Dαf(x) = xα/(|x|2 log |x|)

帱帰



(|α| = 1). From exercise 1.x.5, we see that Dαf ∈ Lp(Ω) provided p ≤ n. For example,

|Dαf(x)|n ≤ ρ(|x|) := 1/(|x|n| log |x||n)

satisfies the condition of exercise 1.x.5 because ρ(r)rn−1 = 1/(r| log r|n) is integrable for all n ≥ 2 on [0, 1/2].
In fact, the change of variables r = e−t gives∫ 1/2

0

dr

r| log r|n
=

∫ ∞
log 2

dt

tn
<∞.

(n ≥ 2)
Similarly, it is easy to see that f ∈ Lp(Ω) for p <∞. Thus, f ∈W 1

p (Ω) for p ≤ n. Note, however, that
in no case is f ∈ L∞(Ω).

幔幨幩平 幥幸幡幭幰幬幥 平幨幯幷平 年幨幡年 年幨幥干幥 幡干幥 幦幵幮幣年幩幯幮平 年幨幡年 幡干幥 幥平平幥幮年幩幡幬幬幹 幩幮帜幮幩年幥 幡年 幰幯幩幮年平 帨平幵幣幨 幰幯幩幮年平 幣幯幵幬幤
幢幥 幣幨幯平幥幮 幡平 幩幮 帨帱帮帱帮帱帲帩 年幯 幢幥 幥并幥干幹幷幨幥干幥 幤幥幮平幥帩帬 幹幥年 幷幨幩幣幨 幨幡并幥 p席年幨 幰幯幷幥干 幩幮年幥幧干幡幢幬幥 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥平帮
幍幯干幥幯并幥干帬 幡平 年幨幥 幤幩幭幥幮平幩幯幮 n 幩幮幣干幥幡平幥平帬 年幨幥 幩幮年幥幧干幡幢幩幬幩年幹 幰幯幷幥干 p 幩幮幣干幥幡平幥平 幡平 幷幥幬幬帮 幏幮 年幨幥 幯年幨幥干 幨幡幮幤帬
年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 干幥平幵幬年帬 幷幨幩幣幨 幷幩幬幬 幢幥 幰干幯并幥幤 幩幮 幃幨幡幰年幥干 帴帬 平幨幯幷平 年幨幡年 幩幦 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 幨幡平 p席年幨 幰幯幷幥干 幩幮年幥幧干幡幢幬幥
幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幦幯干 平幵帞幣幩幥幮年幬幹 幬幡干幧幥 p 帨幷幩年幨 n 帜幸幥幤帩帬 幩年 幭幵平年 幢幥 幢幯幵幮幤幥幤 帨幡幮幤帬 幩幮 幦幡幣年帬 幣幡幮 幢幥 并幩幥幷幥幤 幡平
幢幥幩幮幧 幣幯幮年幩幮幵幯幵平帩帮 幂幵年 幢幥幦幯干幥 幷幥 平年幡年幥 年幨幥 干幥平幵幬年帬 幷幥 幭幵平年 幩幮年干幯幤幵幣幥 幡 干幥幧幵幬幡干幩年幹 幣幯幮幤幩年幩幯幮 幯幮 年幨幥 幤幯幭幡幩幮
幢幯幵幮幤幡干幹 幦幯干 年幨幥 干幥平幵幬年 年幯 幢幥 年干幵幥帮

Definition 1.5.4 ((1.4.4)) We say Ω has a Lipschitz boundary ∂Ω provided there exists a collection of
open sets Oi, a positive parameter ε, an integer N and a finite number M , such that for all x ∈ ∂Ω the ball
of radius ε centered at x is contained in some Oi, no more than N of the sets Oi intersect nontrivially, and
each domain Oi ∩ Ω = Oi ∩ Ωi where Ωi is a domain whose boundary is a graph of a Lipschitz function φi

(i.e., Ωi = {(x, y) ∈ Rn : x ∈ Rn−1, y < φi(x)}) satisfying ‖φi‖Lip(Rn−1) ≤M .

幏幮幥 幣幯幮平幥幱幵幥幮幣幥 幯幦 年幨幩平 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幩平 年幨幡年 幷幥 幣幡幮 幮幯幷 干幥幬幡年幥 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平 幯幮 幡 幧幩并幥幮 幤幯幭幡幩幮 年幯 年幨幯平幥
幯幮 幡幬幬 幯幦 Rn帮
下面定理很重要，但看不太懂

Theorem 1.5.5 ((1.4.5)) Suppose that Ω has a Lipschitz boundary. Then there is an extension mapping
E : W k

p (Ω) → W k
p (Rn) defined for all non-negative integers k and real numbers p in the range 1 ≤ p ≤ ∞

satisfying Ev|Ω = v for all v ∈W k
p (Ω) and

‖Ev‖Wk
p (Rn) ≤ C‖v‖Wk

p (Ω)

where C is independent of v.

幆幯干 幡 幰干幯幯幦 幯幦 年幨幩平 干幥平幵幬年帬 幡平 幷幥幬幬 幡平 幭幯干幥 幤幥年幡幩幬平 幣幯幮幣幥干幮幩幮幧 幯年幨幥干 幭幡年幥干幩幡幬 幩幮 年幨幩平 平幥幣年幩幯幮帬 平幥幥 帨幓年幥幩幮
帱帹帷帰帩帮 幏幦 幣幯幵干平幥帬 年幨幥 幣幯幭幰幬幥幭幥幮年幡干幹 干幥平幵幬年 幩平 年干幵幥 幦幯干 幡幮幹 幤幯幭幡幩幮帬 幮幡幭幥幬幹帬 年幨幡年 年幨幥 幮幡年幵干幡幬 干幥平年干幩幣年幩幯幮
幡幬幬幯幷平 幵平 年幯 并幩幥幷 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮 W k

p (Rn) 幡平 幷幥幬幬 幤幥帜幮幥幤 幩幮 W k
p (Ω)帮 幗幥 幮幯幷 干幥年幵干幮 年幯 年幨幥 幱幵幥平年幩幯幮 干幥幧幡干幤幩幮幧

年幨幥 干幥幬幡年幩幯幮平幨幩幰 幢幥年幷幥幥幮 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平 幷幩年幨 幤幩帛幥干幥幮年 幩幮幤幩幣幥平帮

Theorem 1.5.6 ((1.4.6)) (Sobolev’s Inequality) Let Ω be an n-dimensional domain with Lipschitz bound-
ary, let k be a positive integer and let p be a real number in the range 1 ≤ p <∞ such that

k ≥ n when p = 1

帱帱



k > n/p when p > 1.

Then there is a constant C such that for all u ∈W k
p (Ω)

‖u‖L∞(Ω) ≤ C‖u‖Wk
p (Ω).

Moreover, there is a continuous function in the L∞(Ω) equivalence class of u.

幔幨幩平 干幥平幵幬年 平幡幹平 年幨幡年 幡幮幹 幦幵幮幣年幩幯幮 幷幩年幨 平幵幩年幡幢幬幹 干幥幧幵幬幡干 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幭幡幹 幢幥 并幩幥幷幥幤 幡平 a continuous,
bounded function帮 幎幯年幥 年幨幡年 幅幸幡幭幰幬幥 帱帮帴帮帳 平幨幯幷平 年幨幡年 年幨幥 干幥平幵幬年 幩平 平幨幡干幰帬 幮幡幭幥幬幹帬 年幨幡年 年幨幥 幣幯幮幤幩年幩幯幮
k > n/p 幣幡幮幮幯年 幢幥 干幥幬幡幸幥幤 帨幵幮幬幥平平 p = 1帩帬 幡年 幬幥幡平年 幷幨幥幮 n ≥ 2帮 幗幨幥幮 n = 1帬 幓幯幢幯幬幥并帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 平幡幹平 年幨幡年
幩幮年幥幧干幡幢幩幬幩年幹 幯幦 帜干平年席幯干幤幥干 幤幥干幩并幡年幩并幥平 年幯 幡幮幹 幰幯幷幥干 p ≥ 1 幩平 平幵帞幣幩幥幮年 年幯 幧幵幡干幡幮年幥幥 幣幯幮年幩幮幵幩年幹帮 幔幨幥 干幥平幵幬年 幷幩幬幬
幢幥 幰干幯并幥幤 幡平 幡 幣幯干幯幬幬幡干幹 年幯 幯幵干 幰幯幬幹幮幯幭幩幡幬 幡幰幰干幯幸幩幭幡年幩幯幮 年幨幥幯干幹 年幯 幢幥 幤幥并幥幬幯幰幥幤 幩幮 幃幨幡幰年幥干 帴帮 幎幯年幥 年幨幡年
幷幥 幣幡幮 幡幰幰幬幹 幩年 年幯 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幯幦 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平 年幯 幤幥干幩并幥 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧帺

Corollary 1.5.7 ((1.4.7)) Let Ω be an n-dimensional domain with Lipschitz boundary, and let k and m be
positive integers satisfying m < k and let p be a real number in the range 1 ≤ p <∞ such that

k −m ≥ n when p = 1

k −m > n/p when p > 1.

Then there is a constant C such that for all u ∈W k
p (Ω)

‖u‖Wm
∞(Ω) ≤ C‖u‖Wk

p (Ω).

Moreover, there is a Cm function in the Lp(Ω) equivalence class of u.

Remark 1.5.8 ((1.4.8)) If ∂Ω is not Lipschitz continuous, then neither Theorem 1.4.5 nor Theorem 1.4.6
need hold. For example, let

Ω = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, |y| < xr}

where r > 1, and let u(x, y) = x−ε/p, where 0 < ε < r. Then

∑
|α|=1

∫
Ω

|Dαu|pdxdy = cε,p

∫ 1

0

x−ε−p+rdx <∞,

provided p < 1 + r − ε. In this case, u ∈ W 1
p (Ω) but u is not essentially bounded on Ω if ε > 0. Choosing

ε so that it is possible to have p > 2, we find that a Lipschitz boundary is necessary for Sobolev’s inequality
to hold. Since Sobolev’s inequality does hold on Rn, it is not possible to extend u to an element of W 1

2 (R2).
Thus, the extension theorem for Sobolev functions can not hold if ∂Ω is not Lipschitz continuous.

更多有用的幓幯幢幯幬幥并嵌入定理可以参考整理的幤幯幣文件。

1.5.1 Ref. from Harlim’s note

以下嵌入定理是常用的在Hm空间中的结论，我们希望解是连续的，因为数值解是连续的。
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Theorem 1.5.9 (1.39) Let Ω be a Lipschitz open subset of Rd. Let m > d/2, then Hm(Ω) ⊂ C(Ω̄) and
there exists a constant C = C(Ω) > 0 such that

‖u‖C(Ω̄) ≤ C‖u‖Hm(Ω), ∀u ∈ Hm(Ω).

Applying this inequality to distributional derivative of u and m > d/2 + `, we have

‖u‖C`(Ω̄) ≤ C‖u‖Hm(Ω), ∀u ∈ Hm(Ω).

We also conclude that Hm(Ω) ⊂ C`(Ω̄) if m > d/2 + `.

1.5.2 Ref. from my PDE’s note

最深刻的是幓幯幢幯幬幥并嵌入定理。这个版本从连续空间角度探讨，本质应该和幓幵平平幡幮书上一致。
幌幥年 Ω 幢幯幵幮幤幥幤 幩幮 Rn, 1 ≤ p <∞帮 幔幨幥幮

W 1,p
0 (Ω) ⊂

L
np
n−p (Ω), p < n,

C0,α(Ω), α = 1− n
p , p > n,

幡幮幤 年幨幥 幥幭幢幥幤幤幩幮幧 幩平 幣幯幮年幩幮幵幯幵平帮 幍幯干幥幯并幥干帬 幷幥 幨幡并幥

W j+m,p(Ω) ⊂

W j,q(Ω), p ≤ q ≤ np
n−mp ,

Cj,λ(Ω), 0 ≤ λ ≤ m− n
p .

1.6 Review of Chapter 0

幁年 年幨幩平 幰幯幩幮年 幷幥 幣幡幮 年幩幥 幵幰 幭幡幮幹 幯幦 年幨幥 幬幯幯平幥 幥幮幤平 幦干幯幭 年幨幥 幰干幥并幩幯幵平 幣幨幡幰年幥干帮 幗幥 平幥幥 年幨幡年 the space
V introduced there can now be rigorously defined as

V = {v ∈W 1
2 (Ω) : v(0) = 0}

幷幨幥干幥 Ω = [0, 1]帬 幡幮幤 年幨幡年 年幨幩平 幭幡幫幥平 平幥幮平幥 幢幥幣幡幵平幥 幓幯幢幯幬幥并帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幧幵幡干幡幮年幥幥平 年幨幡年 幰幯幩幮年幷幩平幥 并幡幬幵幥平
幡干幥 幷幥幬幬 幤幥帜幮幥幤 幦幯干 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮 W 1

2 (Ω)帮 帨幉幮 幦幡幣年帬 幷幥 幡干幥 幡幬幬幯幷幥幤 年幯 并幩幥幷 W 1
2 (Ω) 幡平 幡 平幵幢平幰幡幣幥 幯幦 Cb(Ω)帬 年幨幥

幂幡幮幡幣幨 平幰幡幣幥 幯幦 幢幯幵幮幤幥幤 幣幯幮年幩幮幵幯幵平 幦幵幮幣年幩幯幮平帮帩
幔幨幥 幤幥干幩并幡年幩幯幮 幯幦 年幨幥 并幡干幩幡年幩幯幮幡幬 幦幯干幭幵幬幡年幩幯幮 帨帰帮帱帮帳帩 幦幯干 平幯幬幵年幩幯幮 幯幦 帨帰帮帱帮帱帩 幣幡幮 幮幯幷 幢幥 幭幡幤幥 干幩幧幯干幯幵平

帨幣幦帮 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帲帴帩帮 幗幥 幨幡并幥 平年幡年幥幤 幩幮 幓幥幣年帮 帱帮帳 帨平幥幥 年幨幥 干幥幬幡年幥幤 幥幸幥干幣幩平幥平帩 年幨幡年 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮 W 1
1 (Ω)帬 幡幮幤

幡 fortiori 年幨幯平幥 幩幮 W 1
2 (Ω)帬 幡干幥 幡幢平幯幬幵年幥幬幹 幣幯幮年幩幮幵幯幵平帬 幩幭幰幬幹幩幮幧 年幨幡年 the Cantor function is not among

them帮 幈幯幷幥并幥干帬 幷幥 平幡幷 幩幮 幅幸幡幭幰幬幥 帱帮帲帮帵 年幨幡年 piecewise linear functions have weak derivatives 年幨幡年
幡干幥 幰幩幥幣幥幷幩平幥 幣幯幮平年幡幮年帮 幔幨幵平帬 幷幥 幣幡幮 幡平平幥干年 年幨幡年 年幨幥 平幰幡幣幥平 S 幣幯幮平年干幵幣年幥幤 幩幮 幓幥幣年帮 帰帮帴 平幡年幩平幦幹 S ⊂ W 1

∞(Ω)帬
幡幮幤 年幨幥干幥幦幯干幥 年幨幡年 S ⊂ V 帮

幓幩幮幣幥 幓幯幢幯幬幥并帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幩幭幰幬幩幥平 年幨幡年 V ⊂ Cb(Ω)帬 幥幸幥干幣幩平幥 帰帮幸帮常 平幨幯幷平 年幨幡年 w 幩幮 年幨幥 幤幵幡幬幩年幹 幡干幧幵幭幥幮年
幬幥幡幤幩幮幧 年幯 幔幨幥幯干幥幭 帰帮帳帮帵 幩平 幷幥幬幬 幤幥帜幮幥幤 帨幡幬平幯 平幥幥 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帲帳帩帮

幉幮 年幨幥 幥干干幯干 幥平年幩幭幡年幥平 幦幯干 u − uS 幷幥 幭幡幫幥 干幥幦幥干幥幮幣幥 年幯 年幨幥 L2(Ω) 幮幯干幭帬 ‖ · ‖帬 幯幦 平幥幣幯幮幤 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幯幦
幦幵幮幣年幩幯幮平帮 幗幥 幣幡幮 幮幯幷 幭幡幫幥 年幨幯平幥 幥幸幰干幥平平幩幯幮平 干幩幧幯干幯幵平 幢幹 幩幮年幥干幰干幥年幩幮幧 年幨幥幭 幩幮 年幨幥 幣幯幮年幥幸年 幯幦 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮
W 2

2 (Ω)帮 幉幮 幰幡干年幩幣幵幬幡干帬 幷幥 幣幡幮 干幥席平年幡年幥 年幨幥 幡幰幰干幯幸幩幭幡年幩幯幮 幡平平幵幭幰年幩幯幮 帨帰帮帳帮帴帩 幡平

∃ε <∞ 平幵幣幨 年幨幡年 inf
v∈S
‖w − v‖E ≤ ε‖w′′‖ ∀w ∈W 2

2 (Ω), 帨帰帮帳帮帴幢幩平帩
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幡幮幤 年幨幥 幯幮幬幹 幣幯幮幤幩年幩幯幮 幮幥幥幤幥幤 幦幯干 幔幨幥幯干幥幭 帰帮帴帮帵 年幯 幨幯幬幤 幩平 f ∈ L2(Ω) 帨幣幦帮 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帲帳帩帮
幆幩幮幡幬幬幹帬 幩幮 年幨幥 幰干幯幯幦平 幩幮 幃幨幡幰年幥干 帰 幷幥 幡干幧幵幥幤 年幨幡年 a(v, v) = 0 幩幭幰幬幩幥幤 v ≡ 0帮 幗幨幩幬幥 幩年 幣幥干年幡幩幮幬幹 幩幭幰幬幩幥平

年幨幡年 年幨幥 幷幥幡幫 幤幥干幩并幡年幩并幥 幯幦 v 幩平 幺幥干幯 幡平 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 幩幮 L2(Ω)帬 年幯 幣幯幮幣幬幵幤幥 年幨幡年 v 幭幵平年 幢幥 幣幯幮平年幡幮年 干幥幱幵幩干幥平 幡
幮幯年幩幯幮 幯幦 coercivity 年幨幡年 幷幩幬幬 平幵幢平幥幱幵幥幮年幬幹 幢幥 幤幥并幥幬幯幰幥幤 幩幮 幤幥年幡幩幬帮 幆幯干 幮幯幷帬 幣幯幮平幩幤幥干 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 平幩幭幰幬幥
幣幡平幥帮 幆干幯幭 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帱帶帬 幷幥 幫幮幯幷 年幨幡年帬 幦幯干 幡幬幬 v ∈ V 帬 幷幥 幣幡幮 幷干幩年幥

v(x) =

∫ x

0

D1
wv(s)ds

幡幮幤 幵平幥 幓幣幨幷幡干幺帧 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 帨幣幦帮 年幨幥 幰干幯幯幦 幯幦 幔幨幥幯干幥幭 帰帮帴帮帵帩 年幯 幥平年幩幭幡年幥

|v(x)|2 ≤ x ·
∫ x

0

D1
wv(s)2ds.

幉幮年幥幧干幡年幩幮幧 幷幩年幨 干幥平幰幥幣年 年幯 x 幹幩幥幬幤平
‖v‖2L2(Ω) ≤

1

2
a(v, v).

幉幮 幰幡干年幩幣幵幬幡干帬 年幨幩平 平幨幯幷平 年幨幡年 幩幦 v ∈ V 平幡年幩平帜幥平 a(v, v) = 0 年幨幥幮 v = 0 幡平 幡幮 幥幬幥幭幥幮年 幯幦 L2(Ω)帮 幍幯干幥幯并幥干帬
干幥幣幡幬幬幩幮幧 年幨幥 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 年幨幥 W 1

2 (Ω) 幮幯干幭帬 幷幥 平幥幥 年幨幡年

‖v‖2W 1
2 (Ω) ≤

3

2
a(v, v) ∀v ∈ V. 帨帱帮帵帮帱帩

幔幨幵平帬 幷幥 幣幡幮 幣幯幮幣幬幵幤幥 年幨幡年 并幡幮幩平幨幩幮幧 幯幦 a(v, v) 幦幯干 v ∈ V 幩幭幰幬幩幥平 v 幩平 年幨幥 幺幥干幯 幥幬幥幭幥幮年 幩幮 V 帨幯干 W 1
2 (Ω)帩帮

幉幮幥幱幵幡幬幩年幹 帨帱帮帵帮帱帩 幩平 幡 coercivity inequality 幦幯干 年幨幥 幢幩幬幩幮幥幡干 幦幯干幭 a(·, ·) 幯幮 年幨幥 平幰幡幣幥 V 帮 幎幯年幥 年幨幡年 年幨幩平
幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幩平 幯幮幬幹 并幡幬幩幤 幯幮 年幨幥 平幵幢平幰幡幣幥 V 幯幦 W 1

2 (Ω)帬 幮幯年 幡幬幬 幯幦 W 1
2 (Ω)帬 平幩幮幣幥 幩年 幦幡幩幬平 幩幦 幷幥 年幡幫幥 v 年幯 幢幥 幡

幮幯幮席幺幥干幯 幣幯幮平年幡幮年 幦幵幮幣年幩幯幮 帨干幥幧幡干幤幬幥平平 幯幦 幷幨幡年 幣幯幮平年幡幮年 幷幯幵幬幤 幢幥 平幵幢平年幩年幵年幥幤 幦幯干 3
2 帩帮

1.6.1 Generalization to non-homogeneous case from Harlim’s note

幈幥干幥帬 幷幥 幷幩幬幬 幣幯幮平幩幤幥干 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 幢幯幵幮幤幡干幹 并幡幬幵幥 幰干幯幢幬幥幭 幯幮 幡 幌幩幰平幣幨幩年幺帬 幣幯幮幮幥幣年幥幤帬 幯幰幥幮 幤幯幭幡幩幮
Ω ⊂ Rd帮

−∆u+ cu = f, 幩幮 Ω

u = g, 幯幮 ∂Ω 帨帲帮帱帰帩

幆幯干 平幩幭幰幬幩幣幩年幹帬 幷幥 幬幥年 c ∈ L∞(Ω) 幡幮幤 f ∈ L2(Ω)帬 g = 0帮
幉年 幩平 幥幡平幹 年幯 幣幨幥幣幫 年幨幡年 幩幦 u ∈ H2(Ω) 平幯幬并幥平 年幨幥 幐幄幅 幩幮 帨帲帮帱帰帩帬 年幨幥幮 幦幯干 幡幮幹 v ∈ H1

0 (Ω)帬 幷幥 幨幡并幥 年幨幥
并幡干幩幡年幩幯幮幡幬 幦幯干幭幵幬幡年幩幯幮 幯幦 帨帲帮帱帰帩帬∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
Ω

c(x)u(x)v(x) dx =

∫
Ω

f(x)v(x) dx. 帨帲帮帱帱帩

幔幯 平幥幥 年幨幩平帬 幵平幥 年幨幥 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥 幡幮幤 幇干幥幥幮帧平 幦幯干幭幵幬幡帮 幗幨幡年 幷幥 幪幵平年 平幥幥 幩平 年幨幡年 幦幯干 f ∈ L2帬
u ∈ H2(Ω) 平幯幬并幥平 年幨幥 并幡干幩幡年幩幯幮幡幬 幰干幯幢幬幥幭 幩幮 帨帲帮帱帱帩帮

Proposition 1.6.1 (2.1) Let u ∈ V be a solution of the variational problem in (2.13), then we have,

−∆u+ cu = f

in the sense of D′(Ω) and ∆u ∈ L2(Ω).

帱帴



Proof. 幔幡幫幥 ϕ ∈ D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) 幡平 幡 年幥平年 幦幵幮幣年幩幯幮帮 幔幨幥幮帬∫

Ω

∇u · ∇ϕdx = 〈−∆u, ϕ〉,

幵平幩幮幧 年幨幥 干幥平幵幬年 幩幮 帨帱帮帷帩帮 幓幩幮幣幥 cu, f ∈ L1
loc(Ω)帬 幩年 幩平 幣幬幥幡干 年幨幡年 年幨幥幹 幡干幥 幤幩平年干幩幢幵年幩幯幮平帬 平幯

〈cu, ϕ〉 =

∫
Ω

cuϕ dx 幡幮幤 〈f, ϕ〉 =

∫
Ω

fϕ dx.

幂幹 年幨幥 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 幬幩幮幥幡干 幦幯干幭平 幩幮 帨帲帮帱帲帩 幡幮幤 年幨幥 并幡干幩幡年幩幯幮幡幬 幦幯干幭幵幬幡 幩幮 帨帲帮帱帳帩帬 幩年 幩平 幣幬幥幡干 年幨幡年帬

〈−∆u+ cu− f, ϕ〉 = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω),

幷幨幩幣幨 幭幥幡幮平帬 −∆u+ cu− f = 0 幩幮 年幨幥 平幥幮平幥 幯幦 D′(Ω)帮 幉幮幤幥幥幤帬 ∆u = cu− f ∈ L2(Ω)帮
幗幥 幣幡幮 幥幸年幥幮幤 年幨幩平 干幥平幵幬年 年幯 幮幯幮席幨幯幭幯幧幥幮幥幯幵平 幢幯幵幮幤幡干幹 幣幯幮幤幩年幩幯幮帮

Proposition 1.6.2 (2.3) Let u ∈ H1
0 (Ω) be a solution of the variational problem,

a(u, v) = `(v)− a(g̃, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω), 帨帲帮帱帷帩

where g̃ ∈ H1(Ω) such that γ0(g̃) = g ∈ H1/2(∂Ω). Then, w = u+ g̃ solves

−∆w + cw = f

in the sense of D′(Ω) and w = g on ∂Ω.

Proof. 幆干幯幭 年幨幥 幨幹幰幯年幨幥平幩平帬∫
Ω

(∇u · ∇v + cuv) dx =

∫
Ω

(f − cg̃)v dx−
∫

Ω

∇g̃ · ∇v dx.

幓幩幮幣幥 u+ g̃ ∈ H1(Ω)帬 幵平幩幮幧 帨幉帮帷帩帬

〈−∆(u+ g̃), v〉 =

∫
Ω

∇(u+ g̃) · ∇v dx =

∫
Ω

∇u · ∇v dx+

∫
Ω

∇g̃ · ∇v dx 帨帲帮帱常帩

幦幯干 幡幮幹 v ∈ D(Ω)帮 幓幩幮幣幥 cu, cg̃, f ∈ L1
loc(Ω)帬 年幨幥幹 幡干幥 幤幩平年干幩幢幵年幩幯幮平帬 幡幮幤 幩年 幩平 幣幬幥幡干 年幨幡年帬

〈−∆(u+ g̃) + c(u+ g̃)− f, v〉 = 0, 帨帲帮帱帹帩

幡幮幤 γ0(u) = 0 平幩幮幣幥 u ∈ H1
0 (Ω)帮 幌幥年 w = u+ g̃帬 年幨幥幮 年幨幥 幰干幯幯幦 幩平 幣幯幭幰幬幥年幥幤帮

1.7 Trace Theorems

幉幮 年幨幥 幰干幥并幩幯幵平 平幥幣年幩幯幮 幷幥 平幡幷 年幨幡年 幩年 幷幡平 幰幯平平幩幢幬幥 年幯 幩幮年幥干幰干幥年 年幨幥 帐幢幯幵幮幤幡干幹 幣幯幮幤幩年幩幯幮帑 v(0) = 0 幩幮 年幨幥
幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 年幨幥 平幰幡幣幥 V 幵平幩幮幧 幓幯幢幯幬幥并帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹帮 幁平 幡 幧幵幩幤幥 年幯 年幨幥 幨幩幧幨幥干席幤幩幭幥幮平幩幯幮幡幬 幣幡平幥平 幯幦 幩幮年幥干幥平年
幬幡年幥干帬 this is somewhat misleading, in that Sobolev’s inequality, as presented in Sect. 1.4, will
not suffice to interpret boundary conditions for higher-dimensional problems. 幆幯干 幥幸幡幭幰幬幥帬 幷幥
幨幡并幥 幡幬干幥幡幤幹 平幥幥幮 幩幮 幅幸幡幭幰幬幥 帱帮帴帮帳 年幨幡年帬 幷幨幥幮 n ≥ 2帬 年幨幥 幡幮幡幬幯幧幵幥 幯幦 年幨幥 平幰幡幣幥 V 帬 幮幡幭幥幬幹 W 1

2 (Ω)帬 幣幯幮年幡幩幮平
幵幮幢幯幵幮幤幥幤 幦幵幮幣年幩幯幮平帮 Thus, we cannot interpret the boundary conditions in a pointwise sense,
and Sobolev’s inequality will have to be augmented in a substantial way to apply when n ≥ 2.
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幏幮 年幨幥 幯年幨幥干 幨幡幮幤帬 年幨幥 幦幵幮幣年幩幯幮 幩幮 幅幸幡幭幰幬幥 帱帮帴帮帳 幣幡幮 幢幥 幩幮年幥干幰干幥年幥幤 幡平 幡幮 Lp 幦幵幮幣年幩幯幮 幯幮 幡幮幹 幬幩幮幥 幩幮 R2

平幩幮幣幥 年幨幥 幦幵幮幣年幩幯幮 log | log | · | 幩平 p席年幨 幰幯幷幥干 幩幮年幥幧干幡幢幬幥 幩幮 幯幮幥 幤幩幭幥幮平幩幯幮帮
幔幨幥 幣幯干干幥幣年 幩幮年幥干幰干幥年幡年幩幯幮 幯幦 年幨幥 平幩年幵幡年幩幯幮 幩平 幡平 幦幯幬幬幯幷平帮 幔幨幥 幢幯幵幮幤幡干幹 ∂Ω 幯幦 幡幮 n席幤幩幭幥幮平幩幯幮幡幬 幤幯幭幡幩幮 Ω

幣幡幮 幢幥 幩幮年幥干幰干幥年幥幤 幡平 an n−1-dimensional object帬 幡 manifold帮 幗幨幥幮 n = 1 幩年 幣幯幮平幩平年平 幯幦 幤幩平年幩幮幣年 幰幯幩幮年平帖
年幨幥 幺幥干幯席幤幩幭幥幮平幩幯幮幡幬 幣幡平幥 幯幦 幡 幭幡幮幩幦幯幬幤帮 幓幯幢幯幬幥并帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幧幩并幥平 幣幯幮幤幩年幩幯幮平 幵幮幤幥干 幷幨幩幣幨 幰幯幩幮年 并幡幬幵幥平 幡干幥
幷幥幬幬 幤幥帜幮幥幤 幦幯干 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮 幡 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥帬 幡幮幤 年幨幵平 幦幯干 幢幯幵幮幤幡干幹 并幡幬幵幥平 幩幮 年幨幥 幯幮幥席幤幩幭幥幮平幩幯幮幡幬 幣幡平幥帮 For
higher dimensional problems, we must seek an interpretation of restrictions of Sobolev-class
functions to manifolds of dimension n− 1, and in particular it should make good sense (say, in
a Lebesgue class) for functions in W 1

2 (Ω).
幗幥 幢幥幧幩幮 幷幩年幨 幡 平幩幭幰幬幥 幥幸幡幭幰幬幥 年幯 幥幸幰幬幡幩幮 年幨幥 幩幤幥幡平帮 幌幥年 Ω 幤幥幮幯年幥 年幨幥 幵幮幩年 幤幩平幫 幩幮 R2帺

Ω = {(x, y) : x2 + y2 < 1} = {(r, θ) : 0 ≤ r < 1, 0 ≤ θ < 2π}.

幌幥年 u ∈ C1(Ω)帬 幡幮幤 幣幯幮平幩幤幥干 幩年平 干幥平年干幩幣年幩幯幮 年幯 ∂Ω 幡平 幦幯幬幬幯幷平帺

u(1, θ)2 =

∫ 1

0

∂

∂r

(
r2u(r, θ)2

)
dr

=

∫ 1

0

2
(
r2uur + ru2

)
(r, θ)dr

=

∫ 1

0

2

(
r2u∇u · (x, y)

r
+ ru2

)
(r, θ)dr

≤
∫ 1

0

2
(
r2|u||∇u|+ ru2

)
(r, θ)dr

≤
∫ 1

0

2
(
|u||∇u|+ u2

)
(r, θ)rdr. (r ≤ 1)

幉幮年幥幧干幡年幩幮幧 幷幩年幨 干幥平幰幥幣年 年幯 θ 幡幮幤 幵平幩幮幧 幰幯幬幡干 幣幯幯干幤幩幮幡年幥平 帨幣幦帮 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帴帩帬 幷幥 帜幮幤∫
∂Ω

u2dθ ≤ 2

∫
Ω

(
|u||∇u|+ u2

)
dxdy,

幷幨幥干幥 幷幥 幤幥帜幮幥 年幨幥 幢幯幵幮幤幡干幹 幩幮年幥幧干幡幬 帨幡幮幤 幣幯干干幥平幰幯幮幤幩幮幧 幮幯干幭帩 幩幮 年幨幥 幯幢并幩幯幵平 幷幡幹帺∫
∂Ω

u2dθ :=

∫ 2π

0

u(1, θ)2dθ =: ‖u‖2L2(∂Ω). 帨帱帮帶帮帱帩

幕平幩幮幧 幓幣幨幷幡干幺帧 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹帬 幷幥 幨幡并幥

‖u‖2L2(∂Ω) ≤ 2‖u‖L2(Ω)

(∫
Ω

|∇u|2dxdy
)1/2

+ 2

∫
Ω

u2dxdy.

幔幨幥 arithmetic-geometric mean inequality 帨幣幦帮 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帳帲帩帬 幩幭幰幬幩幥平 年幨幡年(∫
Ω

|∇u|2dxdy
)1/2

+

(∫
Ω

u2dxdy

)1/2

≤
(

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + u2

)
dxdy

)1/2

.

幔幨幥干幥幦幯干幥帬

‖u‖L2(∂Ω) ≤
4
√

8‖u‖1/2L2(Ω)‖u‖
1/2

W 1
2 (Ω)

. 帨帱帮帶帮帲帩

幔幨幩平 幩平 幡幮 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幡幮幡幬幯幧幯幵平 年幯 幓幯幢幯幬幥并帧平 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹帬 幔幨幥幯干幥幭 帱帮帴帮帶帬 幥幸幣幥幰年 年幨幡年 年幨幥 L∞(Ω) 幮幯干幭 幯幮 年幨幥
幬幥幦年席幨幡幮幤 平幩幤幥 幯幦 年幨幥 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幨幡平 幢幥幥幮 干幥幰幬幡幣幥幤 幢幹 ‖u‖L2(∂Ω)帮 幁幬年幨幯幵幧幨 幷幥 幨幡并幥 幯幮幬幹 幰干幯并幥幤 年幨幥 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹
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幦幯干 平幭幯幯年幨 u帬 幷幥 幷幩幬幬 平幥幥 年幨幡年 it makes sense for all u ∈ W 1
2 (Ω) 帨稠密性技巧帩帬 幡幮幤 幣幯干干幥平幰幯幮幤幩幮幧幬幹 年幨幡年

幦幯干 平幵幣幨 u 年幨幥 干幥平年干幩幣年幩幯幮 u|∂Ω 幭幡幫幥平 平幥幮平幥 幡平 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 幩幮 L2(∂Ω)帮 幂幵年 帜干平年帬 幷幥 平幨幯幵幬幤 平幡幹 幷幨幡年 幷幥 幭幥幡幮
幢幹 年幨幥 幬幡年年幥干 平幰幡幣幥帮 幕平幩幮幧 幄幥帜幮幩年幩幯幮 帱帮帶帮帱帬 幷幥 幣幡幮 幩幤幥幮年幩幦幹 幩年 平幩幭幰幬幹 幷幩年幨 L2([0, 2π]) 幵平幩幮幧 年幨幥 幣幯幯干幤幩幮幡年幥
幭幡幰幰幩幮幧 θ → (cos θ, sin θ)帮 帨幍幯干幥 幧幥幮幥干幡幬 幢幯幵幮幤幡干幩幥平 幷幩幬幬 幢幥 幤幩平幣幵平平幥幤 平幨幯干年幬幹帮帩 幗幥 幣幡幮 幮幯幷 幵平幥 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹
帨帱帮帶帮帲帩 年幯 幰干幯并幥 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 干幥平幵幬年帮

Proposition 1.7.1 ((1.6.3)) Let Ω denote the unit disk in R2. For all u ∈ W 1
2 (Ω), the restriction u|∂Ω

may be interpreted as a function in L2(∂Ω) satisfying (1.6.2).

Proof.
幗幥 幷幩幬幬 幵平幥 帨帱帮帶帮帲帩 年幨干幥幥 年幩幭幥平 幩幮 年幨幥 幰干幯幯幦帬 幷幨幩幣幨 平幯 幦幡干 幨幡平 幯幮幬幹 幢幥幥幮 幤幥干幩并幥幤 幦幯干 平幭幯幯年幨 幦幵幮幣年幩幯幮平帮

幈幯幷幥并幥干帬 幩幮 并幩幥幷 幯幦 幒幥幭幡干幫 帱帮帳帮帵帬 such functions are dense in W 1
2 (Ω)帬 平幯 幷幥 幭幡幹 幰幩幣幫 幡 平幥幱幵幥幮幣幥

uj ∈ C1(Ω) 平幵幣幨 年幨幡年 ‖u− uj‖W 1
2 (Ω) ≤ 1/j 幦幯干 幡幬幬 j帮 幂幹 帨帱帮帶帮帲帩 幡幮幤 年幨幥 年干幩幡幮幧幬幥 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹帬

‖uk − uj‖L2(∂Ω) ≤
4
√

8‖uk − uj‖1/2L2(Ω)‖uk − uj‖
1/2

W 1
2 (Ω)

≤ 4
√

8‖uk − uj‖W 1
2 (Ω) ≤

4
√

8

(
1

j
+

1

k

)
幦幯干 幡幬幬 j 幡幮幤 k帬 平幯 年幨幡年 {uj} 幩平 幡 幃幡幵幣幨幹 平幥幱幵幥幮幣幥 幩幮 L2(∂Ω)帮 幓幩幮幣幥 年幨幩平 平幰幡幣幥 幩平 幣幯幭幰幬幥年幥帬 年幨幥干幥 幭幵平年 幢幥 幡
幬幩幭幩年 v ∈ L2(∂Ω) 平幵幣幨 年幨幡年 ‖v − uj‖L2(∂Ω) → 0 幡平 j →∞帮 幗幥 幤幥帜幮幥

u|∂Ω := v.

幔幨幥 帜干平年 年幨幩幮幧 幷幥 幮幥幥幤 年幯 幣幨幥幣幫 幩平 年幨幡年 年幨幩平 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幤幯幥平 幮幯年 幤幥幰幥幮幤 幯幮 年幨幥 幰幡干年幩幣幵幬幡干 平幥幱幵幥幮幣幥 年幨幡年 幷幥
幣幨幯平幥帮 幓幯 平幵幰幰幯平幥 年幨幡年 vj 幩平 幡幮幯年幨幥干 平幥幱幵幥幮幣幥 幯幦 C1(Ω) 幦幵幮幣年幩幯幮平 年幨幡年 平幡年幩平幦幹 ‖u− vj‖W 1

2 (Ω) → 0 幡平 j →∞帮
幕平幩幮幧 年幨幥 年干幩幡幮幧幬幥 幩幮幥幱幵幡幬幩年幹 幡 幦幥幷 年幩幭幥平 幡幮幤 帨帱帮帶帮帲帩 幡幧幡幩幮帬 幷幥 平幥幥 年幨幡年

‖v − vj‖L2(∂Ω) ≤ ‖v − uj‖L2(∂Ω) + ‖uj − vj‖L2(∂Ω)

≤ ‖v − uj‖L2(∂Ω) +
4
√

8‖uj − vj‖W 1
2 (Ω)

≤ ‖v − uj‖L2(∂Ω) +
4
√

8
(
‖uj − u‖W 1

2 (Ω) + ‖u− vj‖W 1
2 (Ω)

)
→ 0

幡平 j →∞帮 幔幨幵平帬 u|∂Ω 幩平 幷幥幬幬 幤幥帜幮幥幤 幩幮 L2(∂Ω)帮 幁幬幬 年幨幡年 干幥幭幡幩幮平 幩平 年幯 幣幨幥幣幫 年幨幡年 帨帱帮帶帮帲帩 幨幯幬幤平 幦幯干 u帮 幁幧幡幩幮帬
幷幥 幵平幥 年幨幥 并幡幬幩幤幩年幹 幯幦 幩年 幦幯干 平幭幯幯年幨 幦幵幮幣年幩幯幮平帺

‖u‖L2(∂Ω) = ‖v‖L2(∂Ω) = lim
j→∞

‖uj‖L2(∂Ω)

≤ lim
j→∞

4
√

8‖uj‖1/2L2(Ω)‖uj‖
1/2

W 1
2 (Ω)

=
4
√

8‖u‖1/2L2(Ω)‖u‖
1/2

W 1
2 (Ω)

.

幔幨幩平 幣幯幭幰幬幥年幥平 年幨幥 幰干幯幯幦 幯幦 年幨幥 幰干幯幰幯平幩年幩幯幮帮 幎幯年幥 年幨幡年 帨帱帮帶帮帲帩 幷幡平 幵平幥幤 干幥幰幥幡年幥幤幬幹 年幯 幥幸年幥幮幤 幩年平 并幡幬幩幤幩年幹 幯幮
幡 幤幥幮平幥 平幵幢平幰幡幣幥 年幯 幡幬幬 幯幦 W 1

2 (Ω)帻 年幨幩平 幩平 幡 幰干幯年幯年幹幰幩幣幡幬 幥幸幡幭幰幬幥 幯幦 幡 density argument 稠密帮

Remark 1.7.2 ((1.6.4)) Note that this proposition does not assert that pointwise values of u on
∂Ω make sense, only that u|∂Ω is square integrable on ∂Ω. This leaves open the possibility (cf. exercise
1.x.28) that u could be infinite at a dense set of points on ∂Ω. For smooth functions, the trace defined
here is the same as the ordinary pointwise restriction to the boundary.

帱帷



Remark 1.7.3 ((1.6.5)) 不重要，没看懂。The proposition, at first glance, says that functions in W 1
2 (Ω)

have boundary values in L2(∂Ω), and this is true. However, this by itself would not be a sharp result (not
every element of L2(∂Ω) is the trace of some element of W 1

2 (Ω)). But on closer inspection it says something
which is sharp, namely, that the L2(∂Ω) norm of a function can be bounded by just part of the W 1

2 (Ω) norm
(the square root of it), together with the L2(Ω) norm. This result might seem strange until we see that it is
dimensionally correct. That is, suppose that functions are measured in some unit U , and that L denotes the
length unit. Then the units of the W 1

2 (Ω) norm (ignoring lower order terms) equal U , and those of the L2(Ω)

norm equal U ·L. Neither of these matches the units of the square root of the left-hand side of (1.6.2), U
√
L,

but the square root of their product does. Such a dimensionality argument can not prove an inequality such
as (1.6.2), but it can be used to disprove one, or simplify its proof (cf. exercise 1.x.31).

幎幯幷 幬幥年 幵平 幤幥平幣干幩幢幥 幡 幧幥幮幥干幡幬幩幺幡年幩幯幮 幯幦 幐干幯幰幯平幩年幩幯幮 帱帮帶帮帳 年幯 幭幯干幥 幣幯幭幰幬幥幸 幤幯幭幡幩幮平帮 幏幮幥 幮幡年幵干幡幬 幡幰幰干幯幡幣幨
幩平 年幯 幷幯干幫 幩幮 年幨幥 幣幬幡平平 幯幦 幌幩幰平幣幨幩年幺 幤幯幭幡幩幮平帮 幉幦 ∂Ω 幩平 幧幩并幥幮 幡平 年幨幥 幧干幡幰幨 幯幦 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 φ 帨幣幦帮 帨帱帮帴帮帴帩帩帬 幷幥 幣幡幮
幤幥帜幮幥 年幨幥 幩幮年幥幧干幡幬 幯幮 ∂Ω 幡平 ∫

∂Ω

fdS :=

∫
Rn−1

f(x, φ(x))
√

1 + |∇φ(x)|2dx.

幉幦 φ 幩平 幌幩幰平幣幨幩年幺帬 年幨幥幮 年幨幥 幷幥幩幧幨年
√

1 + |∇φ(x)|2 幩平 幡幮 L∞ 幦幵幮幣年幩幯幮 帨幣幦帮 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帱帴帩帮 幉幮 年幨幩平 幷幡幹
帨幣幦帮 幇干幩平并幡干幤 帱帹常帵帩帬 幷幥 幣幡幮 幤幥帜幮幥 年幨幥 幩幮年幥幧干幡幬 幯幮 幡幮幹 幌幩幰平幣幨幩年幺 幢幯幵幮幤幡干幹帬 幡幮幤 幣幯干干幥平幰幯幮幤幩幮幧幬幹 幡平平幯幣幩幡年幥幤
幌幥幢幥平幧幵幥 平幰幡幣幥平帮 幍幯干幥幯并幥干帬 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 干幥平幵幬年 幨幯幬幤平帮

Theorem 1.7.4 ((1.6.6)) Suppose that Ω has a Lipschitz boundary, and that p is a real number in the range
1 ≤ p ≤ ∞. Then there is a constant, C, such that

‖v‖Lp(∂Ω) ≤ C‖v‖
1−1/p
Lp(Ω)‖v‖

1/p
W 1
p (Ω) ∀v ∈W 1

p (Ω).

幗幥 幷幩幬幬 幵平幥 年幨幥 幮幯年幡年幩幯幮 Ŵ 1
p (Ω) 年幯 幤幥幮幯年幥 年幨幥 平幵幢平幥年 幯幦 W 1

p (Ω)帬 幣幯幮平幩平年幩幮幧 幯幦 幦幵幮幣年幩幯幮平 幷幨幯平幥 年干幡幣幥 幯幮
∂Ω 幩平 幺幥干幯帬 年幨幡年 幩平

Ŵ 1
p (Ω) = {v ∈W 1

p (Ω) : v|∂Ω = 0 幩幮 L2(∂Ω)}. 帨帱帮帶帮帷帩

幓幩幭幩幬幡干幬幹帬 幷幥 幬幥年 Ŵ k
p (Ω) 幤幥幮幯年幥 年幨幥 平幵幢平幥年 幯幦 W k

p (Ω) 幣幯幮平幩平年幩幮幧 幯幦 幦幵幮幣年幩幯幮平 幷幨幯平幥 幤幥干幩并幡年幩并幥平 幯幦 幯干幤幥干 k − 1

幡干幥 幩幮 Ŵ 1
p (Ω)帬 幩帮幥帮

Ŵ k
p (Ω) = {v ∈W k

p (Ω) : v(α)|∂Ω = 0 幩幮 L2(∂Ω) ∀|α| < k}. 帨帱帮帶帮常帩

补充定义trace operator based on Harlim’s note

Definition 1.7.5 (1.33) (Trace operator) Let v ∈ C(Ω̄). We define the trace operator as the restriction
of v on the boundary of Ω, that is, γ0(u) = u|∂Ω. This is a linear and continuous map.

Theorem 1.7.6 (1.34) (Trace theorem) Let Ω be a Lipschitz open subset of Rd. The trace operator
γ0 : C1(Ω̄)→ C(∂Ω) can be extended to γ0 : H1(Ω)→ L2(∂Ω) and extended map is continuous,

‖γ0(v)‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖H1(Ω),

for some C > 0 and any v ∈ H1(Ω). Indeed Ker(γ0) = H1
0 (Ω).

帱常



Remark 1.7.7 (1.35) γ0 : H1(Ω)→ L2(∂Ω) is not onto. The range space γ0(H1(Ω)) := H1/2(∂Ω) = {v ∈
L2(∂Ω) : v = γ0(u) for some u ∈ H1(Ω)}.

幎幯幷 幷幥 幣幡幮 幧幥幮幥干幡幬幩幺幥 幩幮年幥幧干幡年幩幯幮 幢幹 幰幡干年平 幦幯干幭幵幬幡 幩幮 帨幉帮帲帩 年幯 幦幵幮幣年幩幯幮平 幩幮 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平帮

Proposition 1.7.8 (1.36) (Integration by parts) Let Ω be a Lipschitz open set in Rd and u, v ∈ H1(Ω̄),
then ∫

Ω

∂u

∂xi
(x)v(x)dx = −

∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x)dx+

∫
∂Ω

γ0(u)γ0(v)nidΓ.

Proof. 幆干幯幭 帨幉帮帲帩帬 幷幥 幨幡并幥 年幨幥 幩幤幥幮年幩年幹 年幯 幨幯幬幤 幦幯干 u, v ∈ C1(Ω̄)帮 幔幡幫幥 un, vn ∈ C1(Ω̄) 平幵幣幨 年幨幡年 un → u

幡幮幤 vn → v 幩幮 H1(Ω)帮 幔幨幩平 幭幥幡幮平 un → u, vn → v帬 ∂iun → ∂iu帬 幡幮幤 ∂ivn → ∂iv 幩幮 L2(Ω)帮 幔幨幵平帬 幷幥
幨幡并幥 vn∂iun → v∂iu 幡幮幤 un∂ivn → u∂iv 幩幮 L1(Ω)帮 幂幹 年幨幥 幣幯幮年幩幮幵幩年幹 幯幦 年幨幥 年干幡幣幥 幭幡幰幰幩幮幧 年幨幥幯干幥幭帬 幷幥
幨幡并幥 γ0(un) → γ0(u) 幩幮 L2(∂Ω) 平幵幣幨 年幨幡年 γ0(un)γ0(vn) → γ0(u)γ0(v) 幩幮 L1(∂Ω)帮 幔幡幫幩幮幧 年幨幥 幬幩幭幩年 幯幦 年幨幥
幩幮年幥幧干幡年幩幯幮 幢幹 幰幡干年 幦幯干幭幵幬幡 幩幮 帨幉帮帲帩 幦幯干 平幥幱幵幥幮幣幥平 幯幦 un, vn ∈ C1(Ω̄)帬 幷幥 幡幣幨幩幥并幥 年幨幥 幤幥平幩干幥幤 干幥平幵幬年帮

Definition 1.7.9 (1.37) (Trace of H2 functions) Let Ω be a Lipschitz open subset of Rd. For u ∈ H2(Ω),
we also define γ1(u) =

∑d
i=1 γ0(∂iu)ni where ni denotes the component of normal vector ~n. Indeed, γ1 :

H2(Ω) → L2(∂Ω) is continuous. If u ∈ C2(Ω̄), then γ1(u) = ∇u · ~n = ∂u
∂~n , where the derivatives are defined

in classical sense.

幗幩年幨 年幨幩平 幤幥帜幮幩年幩幯幮帬 幯幮幥 幣幡幮 并幥干幩幦幹 年幨幥 幇干幥幥幮帧平 幦幯干幭幵幬幡帺

Proposition 1.7.10 (1.38) For any u ∈ H2(Ω) and v ∈ H1(Ω), we have∫
Ω

(∆u(x))v(x)dx = −
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx+

∫
∂Ω

γ1(u)γ0(v)dΓ.

补充定义trace operator based on Harlim’s note

1.8 Negative Norms and Duality

幉幮 年幨幩平 平幥幣年幩幯幮 幷幥 幩幮年干幯幤幵幣幥 幩幤幥幡平 年幨幡年 幬幥幡幤 年幯 年幨幥 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幯幦 幓幯幢幯幬幥并 平幰幡幣幥平 W k
p 幦幯干 幮幥幧幡年幩并幥 幩幮年幥幧幥干平

k帮 幔幨幩平 幤幥帜幮幩年幩幯幮 幩平 幢幡平幥幤 幯幮 年幨幥 幣幯幮幣幥幰年 幯幦 duality in Banach spaces帮 幔幨幥 dual space帬 B′, 年幯 幡 幂幡幮幡幣幨
平幰幡幣幥帬 B帬 幩平 幡 平幥年 幯幦 幬幩幮幥幡干 幦幵幮幣年幩幯幮幡幬平 幯幮 B帮 帨幁 linear functional 幯幮 幡 幬幩幮幥幡干 平幰幡幣幥 B 幩平 平幩幭幰幬幹 幡 幬幩幮幥幡干
幦幵幮幣年幩幯幮 幦干幯幭 B 幩幮年幯 年幨幥 干幥幡幬平帬 R帬 幩帮幥帮帬 幡 幦幵幮幣年幩幯幮 L : B → R 平幵幣幨 年幨幡年

L(u+ av) = L(u) + aL(v) ∀u, v ∈ B, a ∈ R.

幍幯干幥 幰干幥幣幩平幥幬幹帬 幷幥 幤幩平年幩幮幧幵幩平幨 幢幥年幷幥幥幮 年幨幥 幬幩幮幥幡干 平幰幡幣幥帬 B∗帬 幯幦 all 幬幩幮幥幡干 幦幵幮幣年幩幯幮幡幬平 幯幮 B 帨幣幦帮 幥幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帳帳帩帬
幡幮幤 年幨幥 平幵幢平幰幡幣幥 B′ ⊂ B∗ 幯幦 continuous 幬幩幮幥幡干 幦幵幮幣年幩幯幮幡幬平 幯幮 B帮 幔幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧 幯幢平幥干并幡年幩幯幮 平幩幭幰幬幩帜幥平 年幨幥
幣幨幡干幡幣年幥干幩幺幡年幩幯幮 幯幦 平幵幣幨 幦幵幮幣年幩幯幮幡幬平帮

Proposition 1.8.1 ((1.7.1)) A linear functional, L, on a Banach space, B, is continuous if and only if it
is bounded, i.e., if there is a finite constant C such that |L(v)| ≤ C‖v‖B ∀v ∈ B.

帱帹



Proof. 幁 幢幯幵幮幤幥幤 幬幩幮幥幡干 幦幵幮幣年幩幯幮 幩平 幡幣年幵幡幬幬幹 幌幩幰平幣幨幩年幺 幣幯幮年幩幮幵幯幵平帬 幩帮幥帮帬

|L(u)− L(v)| = |L(u− v)| ≤ C‖u− v‖B ∀u, v ∈ B.

幃幯幮并幥干平幥幬幹帬 平幵幰幰幯平幥 L 幩平 幣幯幮年幩幮幵幯幵平帮 幉幦 幩年 幩平 幮幯年 幢幯幵幮幤幥幤帬 年幨幥幮 年幨幥干幥 幭幵平年 幢幥 幡 平幥幱幵幥幮幣幥 {vn} 幩幮 B 平幵幣幨
年幨幡年 |L(vn)|/‖vn‖B ≥ n帮 幒幥幮幯干幭幡幬幩幺幩幮幧 幢幹 平幥年年幩幮幧 wn = vn/n‖vn‖B 幧幩并幥平 |L(wn)| ≥ 1 幢幵年 ‖wn‖B ≤ 1/n帬
幡幮幤 年幨幵平 wn → 0帮 幂幵年帬 幢幹 幣幯幮年幩幮幵幩年幹 幯幦 L帬 幷幥 平幨幯幵幬幤 幨幡并幥 L(wn)→ 0帬 年幨幥 幤幥平幩干幥幤 幣幯幮年干幡幤幩幣年幩幯幮帮

幆幯干 幡 幣幯幮年幩幮幵幯幵平 幬幩幮幥幡干 幦幵幮幣年幩幯幮幡幬帬 L帬 幯幮 幡 幂幡幮幡幣幨 平幰幡幣幥帬 B帬 年幨幥 幰干幯幰幯平幩年幩幯幮 平年幡年幥平 年幨幡年 年幨幥 幦幯幬幬幯幷幩幮幧
幱幵幡幮年幩年幹 幩平 幡幬幷幡幹平 帜幮幩年幥帺

‖L‖B′ := sup
06=v∈B

L(v)

‖v‖B
. 帨帱帮帷帮帲帩

幅幸幥干幣幩平幥 帱帮幸帮帳帴 平幨幯幷平 年幨幡年 年幨幩平 forms a norm on B′, called the dual norm, 幡幮幤 幯幮幥 幣幡幮 平幨幯幷 帨幣幦帮 幔干廨并幥平
帱帹帶帷帩 年幨幡年 B′ is also a Banach space.

Example 1.8.2 ((1.7.3)) The dual space of a Banach space need not be a mysterious object. One of the
key results of Lebesgue integration theory is that the dual spaces of Lp can be easily identified, for 1 ≤ p <∞.
From Hölder’s inequality, any function f ∈ Lq(Ω) (where 1

q + 1
p = 1 defines the dual index, q, to p) can be

viewed as a continuous linear functional via

Lp(Ω) 3 v →
∫

Ω

v(x)f(x)dx.

One version of the Riesz Representation Theorem states that all continuous linear functionals on Lp(Ω) arise
in this way, i.e., that (Lp(Ω))′ is isomorphic to Lq(Ω).

Example 1.8.3 ((1.7.4)) The dual space of a Banach space can also contain totally new objects. For ex-
ample, Sobolev’s inequality shows that the Dirac δ-function is a continuous linear functional on W k

p , provided
k and p satisfy the appropriate relation given in (1.4.6). Specifically, the Dirac δ-function is the linear
functional

W k
p (Ω) 3 v → v(y) =: δy(v),

where y denotes a given point in the domain Ω. It can be seen that this can not arise via an integration
process using any locally integrable function (cf. exercise 1.x.36), i.e., it can not be viewed as a member of
any of the spaces introduced so far.

Definition 1.8.4 ((1.7.5)) Let p be in the range 1 ≤ p ≤ ∞, and let k be a negative integer. Let q be the
dual index to p, i.e., 1

q + 1
p = 1. Then the Sobolev space W k

p (Ω) is defined to be the dual space (W−kq (Ω))′

with norm given by the dual norm (cf. (1.7.2)).

Remark 1.8.5 ((1.7.6)) Note that we have defined the negative-index Sobolev spaces so that, if the same
definition were used as well for k = 0, then the two definitions (cf. (1.3.1)) would agree for 1 < p < ∞, in
view of Remark 1.7.3. Note also that different dual spaces are used to define negative-index Sobolev spaces, in
particular, it is frequently useful to use the dual of a subspace of W−kq (Ω), and in view of exercise 1.x.35, this
leads to a slightly larger space. In either case, the negative Sobolev spaces are big enough to include interesting
new objects, such as the Dirac δ-function. Example 1.7.4 shows that δ ∈ W k

p (Ω) provided k < −n+ n/p (or
k ≤ −n if p =∞).

补充定义同济幐幄幅中对偶积的定义，L(v)是什么？或者补充幈幡干幬幩幭帧平 幮幯年幥 幵平幩幮幧 〈L, v〉

帲帰



1.8.1 广义函数简介

广义函数是研究偏微分方程的重要工具之一。为了清楚和正确地理解基本解的概念与物理意义，有必要

简单地介绍一些广义函数的基本知识。

广义函数作为一门严格的数学理论，是与幓幯幢幯幬幥并 和幓幣幨幷幡干年幺 的名字紧密联系在一起的。前者扩充了微
商的概念，从而为偏微分方程广义解的研究奠定了基础。后者在局部凸线性拓扑空间的基础上，确立了广义

函数的严格数学理论。为了理解和掌握这个理论，必须具备一定的泛函分析基础，而且亦提出了本课程的讨

论范围。因此，在这里我们将着重介绍δ 函数及运算法则，并尽可能叙述得直观一些。为简单起见，下面的

讨论都是以一元广义函数为例，事实上对于多元的情形，讨论是完全类似的。

历史上，广义函数的引入是出于描述物理现象的需要。幄幩干幡幣 函数，即δ 函数是最常用的广义函数，被
认为具有如下性质：

δ(x) =

0, 当x 6= 0 时,

∞, 当x = 0 时,
帨帱帮帳帰帩

∫ ∞
−∞

δ(x) dx = 1. 帨帱帮帳帱帩

它是描述集中分布的量（如点电荷、点热源、瞬时脉冲、集中质量等）的有力工具。例如，在直线上除x = ξ

处有一个单位点电荷外，其余各处均无电荷，用线电荷密度ρ(x) 来描述这样的电荷分布，可得

ρ(x) =

0, 当x 6= ξ 时,

∞, 当x = ξ 时.
帨帱帮帳帲帩

注意帨帱帮帳帲帩 规定的ρ(x) 虽能表明在x = ξ 处有一个点电荷，但不能表明其电量的大小。由于这时在直线上分

布的总电量等于帱 个单位，因此，还应要求ρ(x) 满足∫ ∞
−∞

ρ(x) dx = 1. 帨帱帮帳帳帩

用δ 函数来表示由帨帱帮帳帲帩 和帨帱帮帳帳帩 规定的ρ(x) 就有

ρ(x) = δ(x− ξ). 帨帱帮帳帴帩

显然，δ 函数和ρ(x) 不是通常意义的函数，它们的积分运算在分析中也不是人们所能接受的。因此，为

了刻画这类“奇异函数”及其运算，需要我们扩充函数的概念，扩充的方法之一就是把它们与线性泛函联系

起来。

我们知道，泛函是从函数到数的对应，其中作为“自变量”的是函数，它的变化范围是泛函的定义集

合。因此，首先来讨论广义函数这种泛函的定义集合，即基本空间。与第一章废帲 所引进的函数集合C∞0 (Ω)

相类似，以C∞0 (R) 表示所有当|x| 充分大时恒等于零的无穷次连续可微函数ϕ(x) 构成的集合。

Definition 1.8.6 (1.3) 如果ϕ(x) ∈ C∞0 (R), ϕn(x) ∈ C∞0 (R), n = 1, 2, · · · , 且

1. 存在M > 0, 使得当|x| ≥M 时ϕ(x) ≡ 0, ϕn(x) ≡ 0, n = 1, 2, · · · ,

2.
lim
n→∞

max
[−M,M ]

|ϕn(x)− ϕ(x)| = 0,

lim
n→∞

max
[−M,M ]

|ϕ(k)
n (x)− ϕ(k)(x)| = 0, k = 1, 2, · · · ,

帲帱



则称序列{ϕn} 收敛于ϕ。规定了上述收敛性的线性空间C∞0 (R) 称为基基基本本本空空空间间间 D(R)。ϕ ∈ D(R) 称为试试试验验验函函函

数数数。

现在可以定义广义函数f。

Definition 1.8.7 (1.4) 如果f : D(R)→ R 是线性连续泛函，则称f 是一个广广广义义义函函函数数数。设ϕ ∈ D(R) 是一个

试验函数，用〈f, ϕ〉 表示它所对应的数值，称为对对对偶偶偶积积积。

因此，按照定义帱帮帴，广义函数f 也可记成f : ϕ → 〈f, ϕ〉。在定义帱帮帴 中，线性是指：对于任意实数a, b
及任意试验函数ϕ,ψ 成立

〈f, aϕ+ bψ〉 = a〈f, ϕ〉+ b〈f, ψ〉;

连续性是指：对于任意试验函数序列{ϕn} 和试验函数ϕ，只要序列ϕn 在D(R) 意义下（即按照定义帱帮帳 中规
定的意义）收敛于ϕ，则有

lim
n→∞

〈f, ϕn〉 = 〈f, ϕ〉.

所有广义函数组成的集合记作D′(R)，分布空间。

Example 1.8.8 (1) 使任意试验函数ϕ(x) 与它在x = 0 处的函数值ϕ(0) 对应的广义函数称为δ 函数，即δ

函数满足

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(R). 帨帱帮帳帵帩

事实上，容易验证ϕ→ ϕ(0) 是D(R) 上的线性连续泛函。这就是前面所说的δ 函数的严格定义。

Example 1.8.9 (2) 设f(x) 是R 上的局部绝对可积函数，即在任何有限区间(a, b) 上积分∫ b

a

|f(x)| dx

存在，则试验函数ϕ(x) 与积分值 ∫ ∞
−∞

f(x)ϕ(x) dx

的对应是一个广义函数。

注意对偶积

〈f, φ〉 =

∫ ∞
−∞

f(x)ϕ(x)dx

的线性性质易证，但其连续性的证明较复杂，此处略去。

由例帲可见，任一局部绝对可积函数f(x)，可按照它与试验函数ϕ的乘积的积分确定一个广义函数，我们把后

者与函数f(x) 不加区分，仍记为f。我们用Lloc(R) 表示所有在R 上局部绝对可积的函数组成的集合，例帲 表
明

Lloc(R) ⊆ D′(R). 帨帱帮帳帶帩

可以证明δ 函数不是由Lloc(R) 中函数产生的广义函数，也就是说，与帨帱帮帳帶帩 相反的包含关系不成立（证明见
附注）。因此，广义函数是局部绝对可积函数类的扩充。

Remark 1.8.10 附附附注注注 δ 函数不是局部绝对可积函数。事实上假若不然，存在f(x) ∈ Lloc(R)，使得∀ϕ ∈
D(R)，有 ∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx = ϕ(0),

帲帲



取ϕn(x) = ρn(x, 0) = n2ρ(nx, 0)，其中ρ(x, y) 的定义见第一章§2，由可积函数的绝对连续性，则当n 充分大
时，

ϕn(0) =

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f(x)ϕn(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ϕn(0)

∫ 1
n

− 1
n

|f(x)| dx < ϕn(0),

于是得到矛盾。由此可知广义函数是局部绝对可积函数的推广。

广义函数可以按照通常的方式定义加法与数乘运算，即若f, g ∈ D′(R)，则f + g ∈ D′(R)，且

〈f + g, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉+ 〈g, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D(R),

若f ∈ D′(R)，a ∈ R，则af ∈ D′(R)，且

〈af, ϕ〉 = a〈f, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D(R).

Remark 1.8.11 附附附注注注 一般而言，广义函数与广义函数的乘积是没有意义的。

现在来定义广义函数序列的极限：

Definition 1.8.12 (1.5) 设f ∈ D′(R)，{fn} ⊆ D′(R)，如果

lim
n→∞

〈fn, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D(R), 帨帱帮帳帷帩

则称广义函数f 是广义函数序列{fn} 当n→∞ 时的极限，记作

fn → f (在D′(R) 的意义下). 帨帱帮帳常帩

类似可以定义依赖于参数的广义函数的极限：

Definition 1.8.13 (1.6) 设f ∈ D′(R)，fε ∈ D′(R) (ε > 0)，如果

lim
ε→0
〈fε, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D(R),

则称广义函数f 是广义函数族{fε} 当ε→ 0 时的极限，记作

fε → f (ε→ 0, 在D′(R)的意义下)

1.8.2 Dual in Harlim’s note

Definition 1.8.14 (1.31) (Dual of H1
0 ) Let

H−1(Ω) := {T ∈ D′(Ω) such that |〈T, ϕ〉| ≤ C|ϕ|H1(Ω) for some C and ∀ϕ ∈ D(Ω)},

equipped with the following norm,

‖T‖H−1(Ω) := sup
ϕ∈H1

0 (Ω)

〈T, ϕ〉
|ϕ|H1

.

Remark 1.8.15 (1.32) We have the following properties:

1. This is a space of distributions of Ω that are continuous with respect to the seminorm in [1, 6], which
is a norm of H1

0 (Ω). More precisely, H−1(Ω) = (H1
0 (Ω))∗.

帲帳



2. Let f ∈ L2(Ω), then ∂if ∈ H−1(Ω) and 〈∂if, ϕ〉 = −
∫

Ω
f∂iϕ for all ϕ ∈ D(Ω). To see this, by

definition ∂if ∈ D′(Ω) since it is a distributional partial derivative. Since f ∈ L1
loc, we can employ

(I.3) to deduce the identity 〈∂if, ϕ〉 = −
∫

Ω
f∂iϕ for all ϕ ∈ D(Ω). Finally, by Cauchy-Schwartz

inequality,
|〈∂if, ϕ〉| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖∂iϕ‖L2(Ω) ≤ C|ϕ|H1(Ω)

where C = ‖f‖L2(Ω). This means ∂if ∈ H−1(Ω) and ‖∂if‖H−1(Ω) ≤ C = ‖f‖L2(Ω) .

3. The result [ii.] above means ∂i : L2(Ω) = H0(Ω) → H−1(Ω) is linear continuous from L2(Ω) to
H−1(Ω). One can also show that −∆ is a linear continuous from H1

0 (Ω) to H−1(Ω) . Also, for
all u, v ∈ H1

0 (Ω), we have

〈−∆u, v〉 =

∫
Ω

∇u · ∇vdx. 帨帱帮帲帩

To see this identity, it is clear that if u ∈ H1
0 , then ∂iu ∈ L2(Ω), so by [ii.] we have 〈−∂iu, ϕ〉 =∫

Ω
∂iu∂iϕ for all ϕ ∈ D(Ω) and that

|〈−∂iu, ϕ〉| ≤ ‖∂iu‖L2(Ω)|ϕ|H1(Ω),

so it is an element of H−1(Ω). Furthermore, for some C > 0,

|〈−∆u, ϕ〉| ≤
d∑
i=1

|〈−∂iu, ϕ〉| ≤ C|ϕ|H1(Ω),

so −∆u ∈ H−1(Ω) = (H1
0 )∗. Now, take v ∈ H1

0 (Ω). Since D(Ω) is dense in H1
0 (Ω), there exist

vn ∈ D(Ω) such that vn → v in H1
0 . By continuity of −∆u, we have

|〈−∆u, vn〉 − 〈−∆u, v〉| ≤ ‖ −∇u‖L2(Ω)|vn − v|H1(Ω) → 0.

On the other hand, by [ii.]

〈−∆u, vn〉 =

∫
Ω

∇u · ∇vn →
∫

Ω

∇u · ∇v

since ∇vn → ∇v in L2(Ω), and ∇u · ∇vn → ∇u · ∇v in L1(Ω). From (I.8) and (I.9), we achieved the
identity in (I.7).

补充定义幐幄幅中对偶积的定义，L(v)是什么？或者补充幈幡干幬幩幭帧平 幮幯年幥 幵平幩幮幧 〈L, v〉

帲帴
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