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一、原子系统中的磁矩 

 

我们生活中的绝大多数物质都由原子构成，而原子又由质子、中子和电子组合而成，

所以我们相信一块材料的性质，比如磁性，在微观上来自于这些基本粒子的某些性质。

描述微观世界需要使用以不确定性原理为核心的量子力学，它有很多种不同形式的等价

表述，分别在不同的问题中较为便利。比如以薛定谔为代表的波动表述，即写下系统的

薛定谔方程（一个二阶偏微分方程，形式上是一个波动方程）并求解，除此以外还有以

海森堡为代表的矩阵表述和以费曼为代表的路径积分表述等各种等价形式。 

在求解原子的能级分布这类问题时，比较常见的方法是使用波动表述，求解体系的

薛定谔方程。以最简单的氢原子（一个质子+一个电子）为例，当我们希望研究它的电

子对应的能级分布时，我们通常会先假设原子核是固定不动的（原子核是一个质子，它

的质量是电子的两千倍左右，所以这样的近似在一定精度下是完全可以接受的），然后

写下电子的薛定谔方程并求解。在任何一个球对称的势能下（这里是球对称的库伦势能），

薛定谔方程的解的角向部分都可以由球谐函数来表示。我们知道球谐函数有两个参数，

经过分析我们会发现在这里它们都会具有角动量的量纲，并且其中一个参数可以明显地

和电子的轨道角动量联系起来，另一个可以和电子轨道角动量在一个方向的投影联系起

来。 

但是，这样一个解并不能完整地描述电子。历史上著名的 Stern-Gerlach 实验证明

了电子除了轨道角动量之外还有另一种角动量（虽然这个实验本身并不是为了证明自旋

的存在，并且一段时间内人们以为实验观察到的是轨道角动量的贡献），这就是电子的

自旋。进一步研究发现，质子、中子等等其他粒子也具有自旋。按照自旋是整数还是半

整数，我们把粒子分为波色子和费米子，典型的波色子有光子、介子等，而质子、中子

和电子则都是费米子。 

电磁学告诉我们，当一个带电粒子运动时，它的周围会产生磁场。当这个带电粒子

做环路运动时，它产生的磁场类似一个条形磁铁。如果我们考虑一个晶体（原子按照一

定规律排列形成的固体，比如食盐氯化钠），虽然其中的质子也带电并且在运动，但和

核外电子相比，它在带有同样电荷的前提下运动的范围远小于电子，产生的磁效应基本

可以忽略。所以粗略地说我们可以用晶体中电子的磁效应来描述材料的磁学性质。 

材料的磁学性质主要指它对外磁场的响应，那么从微观上我们就要研究其中的电子

对外磁场的响应。当我们想研究一个带电粒子在一个磁场中的受力（进而关于它能量的

信息）时，我们会定义一个叫做磁矩的物理量（一个矢量）来描述它的受力大小（类似

于讨论物体受到的引力时质量的作用，或是讨论电荷受到的库伦力时电荷的作用）。这

个磁矩将会依赖于带电粒子的角动量和所带电荷，如果我们在讨论原子核外的电子，显

然，它的轨道角动量和自旋都会决定它的磁矩。 

前面已经提到，一个做环路运动的带电粒子形成的磁场类似于一个条形磁铁的磁场，

这也意味着在外磁场的作用下磁矩倾向于和磁场同向来达到能量最低的状态。这也是物

理学里相当重要的一个思想：系统总是想处在能量最低的状态，这个想法和牛顿第二定

律基本是等价的。我们通常把一个体系能量最低的状态叫做它的基态。 

除了氢原子以外的原子都属于多电子系统，这时电子之间也会有相互作用，当电子

多到一定数目时求解薛定谔方程将会相当困难。不过我们依旧可以推断这个原子作为一



个整体会对外体现出一个等效的磁矩，并且同类原子的磁矩都应该是一样的。这个等效

的磁矩由原子总角动量算符𝑱决定：𝝁𝑱 = −𝜇𝐵𝑔𝐽𝑱。 

 

二、材料的磁性 

 

当材料内各个原子的磁矩都同向排列时，材料对外会显示出磁性；当原子磁矩无序

排列时，材料对外显示出磁中性。根据材料在外磁场下的表现，我们可以把材料分为： 

⚫ 顺磁性 

特点：在外加磁场存在时，磁化强度与外磁场成正比。没有外加磁场时，磁性消失。顺

磁性主要来源于原子的未配对轨道电子。 

基态：通常是无序的，因为在无外加磁场时磁矩取向是随机的 

⚫ 铁磁性 

特点：在没有外加磁场时仍然保留净磁化强度。磁矩倾向于平行排列。铁磁性属于磁交

换耦合。 

基态：磁矩自发平行排列，形成一个净磁矩 

例子：铁、钴、镍。 

⚫ 反铁磁性 

特点：相邻的磁矩倾向于反平行排列，整体磁性相互抵消。反铁磁性也属于磁交换耦合。 

基态：磁矩自发地反平行排列，净磁矩为零。 

例子：氧化铁 (FeO)、锰的氧化物 (MnO) 

⚫ 抗磁性 

材料还有一种普遍性质叫做抗磁性，即产生一个和外磁场相反的磁场。不过这个效应很

弱而且是材料普遍具有的，所以不合适作为一个类别。 

 

从微观上解释材料的磁性的物理模型包括 Ising 模型（磁矩取离散的方向，常用与

研究铁磁性和反铁磁性）、海森堡模型（磁矩方向取连续值，应用场景更广泛）以及自

旋波理论（研究铁磁体和反铁磁体在基态附近的低能激发）。 

 

三、Ising 模型 

 

Ising 模型把晶体中每一个原子的磁矩都简化为“向上”或“向下”两种可能，同时，在

它最简单的版本中，只假设相邻的磁矩之间有相互作用，忽略更长程的相互作用。如果

把第𝑖个磁矩的大小写作𝜇𝑖，那么系统在磁场𝐵作用下的哈密顿量就可以被离散地写作 

𝐻 = −∑𝐵𝜇𝑖 −∑𝐽𝜇𝑖𝜇𝑗
𝑖,𝑗𝑖

 

这里第二个求和是对所有相邻磁矩进行的。𝜇𝑖 的取值为𝜇𝑖 = ±1 。此时，能量算算的代

码为离散形式，如下： 

 
𝐽描述了相互作用的强度，相互作用项为此形式是因为我们知道磁矩产生的磁场基

本正比于该磁矩。对于铁磁性材料，相邻的磁矩倾向于同向排列来处于能量更低的状态，



因此铁磁性材料对应的𝐽为正值；相反，反铁磁性材料中，相邻的磁矩倾向于反向排列

来处于能量更低的状态，所以对应负的𝐽。利用这个简化模型我们就可以研究磁性系统

随温度发生的相变（磁化强度、比热等性质的显著变化）和临界现象。 

而 Ising 模型描述的是大量原子构成的体系，所以我们应该把它插入统算力学中来

算算材料的各种宏观属性。利用这个简化模型我们就可以研究磁性系统随温度发生的相

变（磁化强度、比热等性质的显著变化）和临界现象。 

 

四、统算力学 

 

在认识到固体、液体、气体体系的宏观性质（比如导电率、气体的压强、体系的能

量等等）是大量分子随机的随机运动所产生的统算效应时，物理学家开发出统算力学。

统算力学认为系统可以处在一系列不同的微观状态里，我们观测到的宏观性质是这些微

观状态对应的值的均值。而微观状态所服从的分布，一言以蔽之，是由一个条件极值问

题决定的，条件就是概率的归一化加上对一些宏观量的算算等于观测值。比如一个能量

确定的体系，如果它每个微观态的概率是𝑃𝑖，对应的能量是𝐸𝑖，那么我们的条件就是 

∑𝑃𝑖 = 1

𝑖

 

∑𝑃𝑖𝐸𝑖 = 𝐸

𝑖

 

这里𝐸为能量的观测值。 

 

通过求解这个条件极值问题我们就可以得到 

𝑃𝑖 ∼ 𝑒−𝛽𝐸𝑖  

这里𝛽是拉格朗日乘子，我们发现它可以我们日常定义的温度𝑇相联系： 

𝛽 =
1

𝑘𝐵𝑇
 

𝑘𝐵是玻尔兹曼常数。 

 

五、Ising 模型的初步运行 

我们先用遍历以 Ising 考虑反铁磁材料的性质，在设定条件为存在磁场且温度较低

后，我们可以得到图 1 的结果： 



 

         图 1 使用遍历法得到的 2 维 4×4 的 Ising 极简铁磁模型的结果 

 

可以从图 1 中看出在磁场较强且温度较低的情况下，所有的磁矩拥有统一朝向

的概率最高，这也与我们实际实验中得到的结果、直觉相一致——类似于现实中的

磁化现象。而如果提高温度（𝛽变大），我们也可以很容易从𝑃𝑖 ∼ 𝑒−𝛽𝐸𝑖中看出各状

态出现的概率差异变小——类似于现实中的增温消磁。 

       而如果增强材料反铁磁性的影响，即让𝐽较大且磁场较小，我们亦可得到图 2： 



 

 图 2 使用遍历法得到的 2 维 4×4 的 Ising 极简反铁磁模型的结果 

   

图 2 中这种间隔反向的排布实际上也与我们所期待及观测到的一致——在这种

排布下，物质的净磁矩为零，也就不会产生宏观层面上可测的磁场，相关的材料有

铬、锰、轻镧系元素等等。 

又 Ising 模型描述的是大量原子构成的体系，所以我们应该把它插入统算力学中

来算算材料的各种宏观属性。而统算物理在算算期望时显然涉及一个积分，对于

Ising 模型而言这个积分的维数是2𝑛，𝑛是原子数。对于一维和二维的模型我们还可

以算出解析解，但到三维时我们只能依赖蒙特卡洛等算法来算算期望。 

 

六、采用马科夫链-蒙特卡洛算法的 Ising 模型 

        

蒙特卡洛算法是一种处理高维积分的有力工具，它通过把积分对应到随机变量

的期望上，可以在同样的算算复杂度下得到相比于一般数值积分更高的精度（其优

势只在四维以上的积分体现）。为了进行蒙特卡洛，我们需要对服从某个分布的随

机变量进行采样，一种较为流行的采样方法是马科夫链-蒙特卡洛（Markov Chain 

Monte Carlo, MCMC）
i
，MCMC 中最基本的算法则是所谓的 Metropolis 算法。这个

算法在我们的具体问题中体现如下： 

1. 随机选择一个原子自旋进行反转，并算算前后能量差∆E； 

2. 在（0，1）中随机抽取一个值，如果𝐴𝑒−𝛽∆E大于它，则采用先前的反转策略（其

中 A 为待定数值，在不追求迭代速度的情况下，只要使得𝐴𝑒−𝛽∆E在当前能量体系下

始终大于 0 即可，实际上，在 Ising 这种非连续的模型下，A 的选择是蒙特卡算法能

否正常运行的关键）； 

3. 重复上述操作直至大致能量的波动较小为止。 

        

相应代码如下： 



       

    选择以（0，1）间的随机数与𝐴𝑒−𝛽∆E作比较来作为我们的概率模型有两点原因，

一是在高能量情况下，任何减少总能量的选择（即∆E<1）都会在 e 指数的作用下而

极大概率被选择；二是当我们趋近于最低能量态时，将最低能量态作为零势能点，在

其附近各种状态出现的概率近似于我们板块四中统算力学给出的结果。而这里的 A 选

择了 0.08 只是因为其在𝛽为 3 （无量纲）时对应的能量收敛曲线大概率能够收敛，并

不是唯一的，如果说要在少量次步数中体现出各能量的分布，这种选择也未必有合理

性，故其仅在此做展示用，稍后会对𝐴及𝛽的选择进行讨论。此外，由于蒙特卡洛模拟

的的步数仅受限于收敛性，可以远小于2𝑛，所以这就允许我们进行有更多原子的算算，

就此，我们选择了 10*10 的晶格网络进行模拟。其中，某一次对于无磁场反铁磁的运

行结果如图 3 （之所以选择无磁场的情况，是由于磁场较强时，任何选择与磁场同向

的自旋旋转操作都会使得能量降低，故而大概率被被执行，就此，其收敛性和结果都

会显而易见地远优于无磁场反铁磁的情况。而这在体现出蒙特卡洛模拟的优劣性上并

不是最好的选择——优点有跳出局部最优值的能力等；劣处则有收敛不稳定，即其准

确性对样本数量、随机数生成、环境参数等有较强的依赖性等，也不能体现出所模拟

问题本身的难点在于全局能量的考量——因为强磁场下局部最优选择与全局最优选

择一致了，而强反铁磁情况下则不然。所以在此先不予讨论，而只会在最后的结果中

展示相关结果，铁磁材料也是类似的)。 

   

 图 3 使蒙特卡洛算法下 10*10 的 Ising 模型模拟的某一次结果；左图为能量-140（无

量纲）时的状态，右图为本次蒙特卡洛模拟的收敛情况 

 

可以于图 3 中看到最低能量结果与先前遍历得到的结果及实际情况类似。当然，

由于算法本身是通过将最低能量态作为零势能点，以在其附近各种状态出现的概率近

似于我们板块四中统算力学给出的结果——单独的最低能量态本身没有统算意义，所

以我们要么迭代次数足够多以在𝛽为 3 时候能够观察到足够数量的其它态的存在，又

或者提高温度（即减小𝛽）并选取合适的 A 以能够让我们合理地观测到各个态的存在



——其中使得收敛函数在对应𝛽下刚好能够在合理地收敛区间（最低能量附近）出现

波动的 A 实际上应该与系综中的配分函数相关，如玻尔兹曼分布的系统中，粒子在不

同能级上的概率为： 

 

 

其中，配分函数 Z 用以归一化，表达式为： 

 

     

由于能力及时间所限，在这里我们并未证明 A 与 Z 的实际关系，但不难想象，当 A 刚

好起到对概率的归一作用时，处在最低能量态概率将不会过大而导致（图 3）中持续的

平稳；在其它高能量态的概率也不会过大而导致运算长时间得到不收敛。 

对𝛽与 A 进行一定调整，如𝛽为 1.5，A 为 0.3 时，可以得到某一次模拟结果（图 4）。 

     

           图 4 使用蒙特卡洛算法下𝛽为 1.5，A 为 0.3 时，Ising 模拟的某一次结果 

 

可以看到收敛中已经出现了较大的波动，如果对能量收敛过程进行平均，则可以得到下

图： 

 

    可以看到，𝛽为 1.5，A 为 0.3 时，模拟大致在能量为-120 时趋于平稳，与-140 还

有一定距离，故可以推测 Z 的值大致小于 0.3，但也不会相差甚远。 



七、蒙特卡洛算法下的磁交换模型 

     

当然，Ising 模型本身作为一种离散模型，对它施以蒙特卡洛算法，试图令其与统

算意义上的概率模型相联系，可能并不如人意（如板块六所见，能量收敛并不稳定——

并不是说不可以用于算算，只是若要使得模拟结果有参考价值时，需要的迭代次数远超

预期），况且它本身也不够真实。故在这里，我们借用了磁交换模型下具有连续性的能

量算算公式及连续的磁矢指向（不再只朝上或下，而是各个方向均有可能，故旋度的算

算不再为 0，就此，我们额外考虑到了反对称交换能，其表达式为： 

 

而交换能表达式也更正为： 

 

塞曼能量，也就是磁场下自旋的能量保持不变），并重新进行模拟。将相关公式展开

即有： 

 

 

 

则对应的能量代码改为： 

 
 

 

马科夫链-蒙特卡洛算法的步骤为： 

⚫ Step1: 将系统设置为任意一个初始的自旋态。 

⚫ Step2: 算出系统的能量𝐸0。 

⚫ Step3: 选择随机的一个原子位点，将该位点的原子磁矩随机旋转一个角度，得到

一个新的态。 

⚫ Step4: 算算旋转磁矩后的新的态的能量𝐸1。 



⚫ Step5: 如果𝐸1 < 𝐸0，则接受 Step3 得到的新的态。如果𝐸1 ≥ 𝐸0，接受 Step3 得到

的新的态的概率为𝑒−(𝐸1−𝐸0)/𝑘𝐵𝑇。 

⚫ 重复 Step2 至 Step5，直到能量收敛。 

 

就此，调节磁场 H、反对称交换系数 D、交换系数 J 的大小可以绘制出一下系列的结果： 

 

1）磁场主导时，原子自旋基本统一，且如前文所述一致，迭代收敛速度较快； 

 
 

 

2）交换能主导时，原子自旋方向螺旋式变化（磁畴），类似与 Ising 模型下的黑白[-1，

1]交替——连续化了； 

   

3）反对称交换能主导时，电子的自旋排布仅保证了旋度接近于 0，对电子的朝向基本

一致，但对正反没有要求。 



  

 

 

可以看到，三次模拟下，随着能量算算的全局性越来越强，蒙特卡洛模拟的收敛速

度越来越慢。其中，强磁场下，单个电子自旋的转动会有明确的能量变化含义，故其收

敛得相当快；交换能主导时，一定范围内电子自旋转动的能量受彼此影响，但仍存在较

为线性的变化含义，故收敛速度也只是略慢；而反对称交换能主导时，全局性达到最大，

任意电子自选转动导致能量上改变的含义最不明确，故此时收敛速度最慢。 

 

八、总结 

 

总而言之，本文先探讨了微磁模型中的磁性系统基态，介绍了原子磁矩和材料磁性

的基础知识。 

然后使用 Ising 模型和统算力学理论模拟了不同磁性材料在低温和磁场下的磁矩排

列。并通过遍历法和蒙特卡洛算法，分析了铁磁性和反铁磁性材料的能量分布和自旋排

列。 

最后，本文则则扩展到考虑反对称交换能的微磁模型，展示了不同能量主导下自旋

排布的差异。 

 

 

九：分工 

张玄龄：Ising 模型的蒙特卡洛代码以及理论推导，部分报告的写作。 

赵衍智：磁交换模型的蒙特卡洛代码以及理论推导。 

翟一舟：物理背景的调研，大部分报告的写作。 
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